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MAY. R. M.

fiissveny ncm analitikus' C6lul tlizt€nl ki a kutat6s cl6segitesdt €zekben a k6rddsek'

ffi:'i;id;;;; "; adatfeldolgozassat kapcsolatos gvakorlati kdrddsekben'"""' 
ilil;;;; att"fintilni ncnanv ilvan teriiictct' ahol ezek a gondolatolt

n"utJuil of tuf ,nutast nyerhetnck Az itycn'attotmazesok sora az clvont modellekt6l

fffiruiU;il;; ;LiiiJ "gv"nt'lvi ponitol a k6oszig val6 6tnrcnct egv folvad6kban

),'i"r6"r'.""i"-il"r"lulas{iik .oo"irieiti szot96lhatl a bio169iai populSci6k dina-

fu'r."r "i..ii..ae*^ek modellieiig tcijtdh"t lihol kutathatjuk a. szabadban vagy

ffi;ilil;;;;rt oaotot tlttrasinatasai a differenciaigyenlet param€t€r€rt6-

u"t"i5J;:*:1:';omiir 
isnrcrtct6st adunk annak az irodalmdr6l'.hogv,a viselkcd6s'

*t l)ittpk""rn""'itt"iiiit .ev""tolvi pontok, stabilis ciklus' k{osz) hogvan j6het

Iitrc m6sod- vagy magrsabo renod iilTirenciacgycnlctckbcrr (azaz kett6 vagy tiibb

ir,*i"io-u.-, l?i,o vigv tiibb toittonttuto faiisct6n)' ahol a kdosz kialakul6sa

;li;;;;;;"t"-il "'iEi'.r n"n'rin"uiiiiii tou-"t"t' E 
-s"emPontb6l. 

a difrercnci6l-

il#i.tJlii rJl*-k intittiik I rigv tiinik' hogv els6rcndii dillcrenci6lcgvenletck csc-

;fi #;;;;;; i"noo"i tiiircee"t a k-aotikus viselkedds megnvilv6nul6sShoz'"" 'i" 
aii"iliiiei egv evangitiumi-i'initirgesset .z6rul arr6l' hogy-mutassuk be

ezek€t a differcnciaegyenleteket az clcmi nritcmatikai tanulmdnyok sor6n' hogy a

Lllii,ir'liiiitjiiii'e#oiloar,"r"er a,5ital, hogy meglarjek, hogy milyen vad dol-

;il;illh;t-riakizek-az egvueri\ nemline6ris esvenletek'

Elsorendii difrercnciaegyerletek

Az egyik legegyszeriibb rendszer' amit egy iikol6gus tanulmfnyozhat' egy

olyan id6szakosan sr"po,ooo popl'rta"?, um"tyuin u geneieci6k.kiiziitt nincs 6tfedis

tl--41. Sok termcszetcs popu'o"tu,-ft'iiftinOten a mdis6kelt €gtivi rovarok (kdztiik

*n;#;tli;;i;ils slaitororoi i' evii'oicso'r'"'ti k5*cv6) tartozik ezek kiiz€'

illln " l"iyt.iu.n az €szlelt adatok iitaldban a maximumra' az Stlagra vagy az

egyes gencr6ciok iisrn"pess"g"'" 
'uonotto'natt 

A kutat6k igyekeznek meg6rtcni'

hosv a /+l-edrk g.n"ru",o popu'o"iii aiaU' x,r, ""gytlg" lgevT.ligg a megel6z6'

;;eift;";6"itp1;ful6ci6jinik -Y, nasvs6g6tol; esv ilven iisszeliissest az

( l )  X,* '=  F(X)

6fBtalanos k€plettcl fejezhetjiik ki' Az F(X ) fiiggvdny 6l!2l5ban az' amit egy biol6gus

,,sfrfi#gfiigg6nek", .gy t",ttutik-u''fedig"-nenrtine6risnak hivl az (l) cgyenlet

iit'i-_'ieri'"r'"*"a:;,i:ti?"'#:'tf:'."J;1t3ffi';1 
4 v6rtoz616r mint ..popur6-

"iOroil'u"oii"l, "-uiorOgian rtiuiii is Jttul"n oiyun helyzet- van '. ahol az (l\ alap'

iI#r"iiiili""i"r'"iJ. I ui"roei6"i'iiti is vannai m6s pcld6k' pelddul a scnetik6'
ban [5, 6] (ahol az egyertct ".g""gy"t"titeg iO6beli v6liozisrit irja le)' vagy a j6r-

;;yffi;; [?l (ahol-i lakossdg rnlgfert6zoit na"l"a" 1 1,1.0,o3ontb.an)' 
A kiizgaz'

dasdei DeldAk ktizott vannaK model'iek az 6rucikli mennyis6ge.€s 6ra kiiztjtti kap'

;ni;""is'"I.; g;"tagi ciklusot< etmdlet6re [9] cs olvan iddbeli sorozatokra' ame-

lveket kiiltinbiiz6 mas gazdasagr nt"nnyittg&- attit"iak el6 l0l'.Az 
(l) 6ltalSnos

esvenlet a t6rsadalomtudomAnyot 
'tJiiati 

is megfelel6.[l l]' felmeriil peld6ul a

i:i;il; "ilffib;n turtor x uz-on-mrorm6ci6 bitjeinek sz6ma lehet' amit az ember

Alka|'xazolt Mdtemallkal l^pok ' (1982t
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fft,lii::i:5Ji,'l;:fJ#i$:]llilT :'1:/'viqv a hirck crtcrjcdisdnek a rcirisdra
l'J'l,i a-}'fi ,4,'.'"'di:Xtiil;i::iilil$ f iifi "Jl?TffiX;:l*':,*ji$i
"'",ri"*1,'j1?fiffj;;;:1r."*:il""i,9flo.c.'aipopurdci6kndr, tdtczik egv oryan tenden-
11 4.n"ev. Ez azr jetcnri, 1ro*" ;y'If.f lt'ati6r6l a mdsikra' t'" x iL*i' et .tol*.",tu,aLaoniieokk.r iJ;;;i;;;:, ;i0ilt i i,.?jU 

jill:i::,J:tgli:l.lJ_HI"#i

i:iir,Lffi't#i$h,l"il*,:*i?i:'ir",l.l;ft *1"}.m;':hr":li"il
l,ln"lt*#drnil"tfrrft yi;}ili,ii;;Ilf if j,'?"n$ffi ;f
Sazoasagr vagy tdrsadalmi i. l"n,ir lLlt"t"*tttk 

t ipikusan van vatanrilycn biol6giai.
rgy specidlis pdlda a licivetkez6 cgyenlct [1. 4, 12-23]:

@ N,*t = N,(.t - bN,)

5'.'i#i:;i;:ll;ll:lir"';ffJ,,Hffiqfitrr:l,l,vid.k, A ,:0 szdrs.isiscs esctbcn
akkor-a ndgyzeres ".;;t;;;;;;; ':1i1t 

noYekedesit iria te (a:-t metlctt): ha b,,d.

ffi ;trj:Ifr*,ffi T1#:7:"r{Tfij1*T:.dt5i:nu:T!.,,ij?.,ti
(3) ,.:;ilfha|.l'4' 

t2-'3t'

Ebben-a formdban - amit az l. dlszerubb nemlrnedri' oittt"ntiutc"tl'|:l I'il1t:1t'::\; 
"l"tharatlan u l' ez a lescav-

numerikus prdlddra * ,o"""lrilliii'liLlr {r' e8yenlctet lbgom hasznrilni a legtcibbnumenkus pelddra 6srnugyure."tio ;bil#'-"..
1^L,5o,9n; aar. a (3) egycnlet. kiilcinleges 1,0
egyszeriisege miatt vonz6 a matematikusok
szamara.. a gyakorlati alkalmazdsokban
narrany. hogy megkdvereli X_t61. Iu<,{,< l .rntcrva- u,nbon ,nuroojolfyhl *'

{.., *1,::Jil'T:i::,:1fl?;,1;'ilffl; os
aztJeten^ti,.hogy a popul6ci6 k-ihat). Ezen_Krvur a (r):beli F(X] fiiggyily (x= r/2_nii)

ffi,1hTi:HF"!i;*fi,[::T,,:r*'il "v/ Im*--,::,:;Xt il-;.J" #"Jriffl"":j 
" o---*-'-s--,.0

itsszrs. traj€kt6ria . x=oua mEv, na- 
' 

xr r.u

i:114ii1i,}::i[yiii:iT:,l,-#':: i;,tfl.,;i,,,i;i:li,"f,-!zdz6,, kapcso,a, ,i
nemteljesiil,apoputdci6kihat. 

i-k".(r.liey.nrci';i,r#,;l{?YTiiii?i,.Esy mdsik pirda. amerv ,":"1? 
[irl*!lifi,ifffihj",;*i#;tJtyri:,:, a biol6giai iroda lornban,,, 
ffiffi a:;*1]3# :irir:, :,.;S:"1(4) x,*,=x,expfr(-X,)) ' ' "$'1.;o:, i f ; '_X'"T."""rI** l ; i ; ,$:
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MAY, R, M.

egyenlet. Ez is lelrja azt, hogy a popul6ci6 hajlamos az egyszerfi exponenciAlis niivc
kedesre kis siiriisdg eset€n 6s csiikken6sre nagy siir{is6g eset€n. E nemlinedris viselke-
disnck a csrlcsossdgdt az r paramdter hangolja. A modcll elfogadhat6 egy olyan
egyetlen fajb6l 5116 popul6ci6ra, melynek egyedszdmdt nagy siiriiseg esetdn j{rv6-
nyos betegsig szabAlyozza 1281. A (4) egyenlet F(X) fiiggvdnye kiss6 bonyolultabb,
mint a (3) egycnlet€, de ez'rt az az el6ny kdrpdtolja az embert, hogy a lok6lis stabi-
lit6s maga utdn vonja a globilist is, minden X>Gra [U.

Az (l) egyenlet egymaximumrl fiiggvdnyeire a (3) €s (4) kdpl*eken feliil tov6bbi
peld6kat is vehetndnk az iikol6giai irodalomb6l. Egy meglehetdsen teljes ilyen
katal6gust ad - irodalmi hivatkozdsokkal kiegdszitve - MAY 6s Osren  l. M{s
egyszerfi matematikai fiiggv€nyeket adnak meg ME'rRopol-rs Cs mtsai [61. A k€s6b-
biekben m6s /c(X) fiiggv€nyeket is t6rgyalunk a ,,matematikai furcsasdgok" clmsz6
alatt.

Az (1) egyenlet dinamihai tulddonsdgai

Az (l) egyenlet lehetsiges konstans, egyenstlyi X drt€keit (fixpontjait) algebrai-
fag megkaphatjuk az X*\:Xt:X* behelyettesircssel, cs az

(5) x- = F(x,)

egyenlet megold6s6yal- Ezzel ekvivalcns grafikus m6dszer, ha megtaldljuk azokat
a pontokat, ahol az X,-b6l az X,r;be val6 6tmenetet 6brizol6 F(X) gtirbe metszi
a 45"-os egyencst, ekkor X,*t:y,, ami megfelel a zer6 popul6ci6niivekedds idedlis
nirvdn6j6nak, l. az l. {br{n. A f€nt Hrgyalt 6s a (3) 6s a (4) egyenletekkel bemuta-
tott egymaximum0 gdrb€knek k6t ilyen pontjuk van: a trivialis megold6s: X=0,
6s az X* nemtrivi6lis mcgold{s (amely a (3) egyenletndl X*:l-Ulal.

A kiivetkez6 k€rd6s az X'egyensilyi pont stabilit6sara vonatkozik. L6that6
124,25, 1911, l, 41, hoey ez az F(X) gtirbe X* pontban vett irAnytangens€d|
fijgg- Ezt az iranytangenst, amclyet az l. 6br5n szaggatott vonal jeliil, a

(6) ^o,(x+t =[#1,_,.

kdplet hat6rozza meg. Amig ez az irdnytangens 45o es -45o kiiziitt van (azaz ltu
J- I 6s - I kiizittti) ds hegyessziiget alkot a 45o-os z616 ndvekeddsi vonallal, az X*
egyensflyi pont legalSbb lok6lisan stabilis, a szomsz€ds6gb6l az itsszes trajektdri6t
maglhoz vonzza. A (3) egyenletben pelddul ez az ir6nytangens 7\r)=2-a, az
cgyensilyi pont ez6rt akkor €s csak akkor stabilis (s voruza az iisszes 0<)(<l
iotervalfumb6l ered6 trajekt6ri6t, hz | =a-<3.

Amint a l6nycges param6tereket v6ltoztatjuk, rigy v6lik az F(X) giirbe egyre
meredekebb 6s meredekebb csricsiv6, a stabilit6st meghat6roz6 ir6nytangem igy
vdgiil is -45o-n6l kisebb meredeks6g( lesz (azaz ,Ur)= - l), aminek kdvetkezt€ben
az X* egyenvdlyi poot ncm lesz tdbbe stabilis.

Mi tiirtenik ezutAn ? Mi tiirtdnik peld6ul, tn s-3 a (3) egyenletben?
Hogy v6laszoljunk erre a kdrd€sre, segitidgiinkre lesz, ha megn&ziik azt az 6b-

r6t, amelyik a popul6ci6k kdt, egymast kdvet6 gener{ci6n 6t hat6 kapcsolat6t mu-

Alkolnld2ott itatemttlktl llpok E (totz)
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tatja,be, azaz,la megnizziik azt a fi iggvinyt. arnclyik X,.r-t X,_vcl hozza iissze_IuSgesbe. Az (l) egycnlct mdsodik ircrflt j i i t
(i) x,*,: FIF(x,)l
-kint irhatjuk, i l lctvc bcvozctvc cgy nyilv:inva16 jcti i l ist:

X'*2 = Ftz) (X,)

x; = Ftr)(X{)

xr u q5 
xr 1.0

2. dhm. -.A (l) egyenlet kdtszeres irerii(kapo,r .y-,, ds x, rti,t . r,i.,onviip":4,"'1i:j. i:!i,1, ? ;iii ilTl i"'i. 1Ti;"uil,}:,
l '=i,t#'i. lil, r"fi:;i.;'dii::::il;,an'�ikor csctbcn. e, "r,p niolni'.ost insrabrris:
*[["*, :r,*lj:1,;:: *:jli,?T:ii:; fllf;i*lllrlr":.tll-"1":riilrm:;

vona I m u r a r, i*e.io .i.i,o" i, *;,it-it*i,'' i;?:."1.X,i#i.r;'.."f#T,?,:ff .;i'#il]:

frfiH-flJ;'"t-1..*:ilJfl'�l,1tlx,l*9vcnv a 2 is.3 iibriin rirhar6 Azokat a po-
pontok kcttcs ;;;6j;,J.r; i;..-"r',,J,:if",iJ'ii:"",:iXTlli.f;:ii#:,;?"T #^, h-

0.5

(e)

;iT,:iiili::ili1,1?TLS?TJ;11,e1l{''('y).s'irhc is a 45o-os egvcncs nre,szis-

f:ft $:,'ffi ffi".';;,t,;;:-y,tr"':*",-,"*.*:ii3lfi ":11:'*li!ff siln
lliti*,s#i;";;;I,t',;ffi iilrl:#i{#ii,:'.{il:fi#,"1imeglelel6 ir6nytangcnsinek a nigyzete.

(10) ).\2) (X') : lr.ttt (x,)f,
dz a tdny lehetdvd teszi. hoev Inct,viJdgirslh, n)i tdrtinik, ha az X. l ixpont rnstabi-lsd vdlik Ha F1.y1 irrinyting*i tii"t r,. "lir, _is; ijr 

"-r'ltl 
,l='i), un1,nt urtaz ,,a" g6rbe mutatja az L Abtin, aLkor .y-" stabilis. a t riii"gy." I",'Uli u aivetkez6enez azt $ jelenti, hogy 0<l(,,< I, azaz Ft4 melfetcti tii"it"i""ri. x,_"ar o" e*

All(nhdzolt MaLerndnt.dt ldpok , (1952)
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45o-kdzdtt fekszik, a mint az a 2. 6br6n l{that6. Amig-az-y* fixpont stabilis, ez jelenti
a (9_) egyenler cgyetlen nem triviCtis megoldAs6t.- i{drf"tot, fi "'iiii rnir.a&sgge-45o-on t rifm_egy _( azaz l ltt) l>l '), aminiazt a ..b" giirbc;;;t ir;, t.6bt6n. X.rrnsBDrffssa valrk. Ugyanakkor a (10) egyenletbdl cz azt jelenti, hogy lt t>1, azai
11 :fj:l fiisqvd,:y mcgfclctd_irdnyransense az X- hetyin mcrcde-licbb, mint 45o,"jTl.^".11" 

i: 9Pi" nruratja. Ekkor F(,r(1y).e8l kanyan tr tc is k6t 6j fixpont jelenik
meg xettes peflddussal. mint az a 3. dbrdn l6that6-

Rdviden, ha az (l) egyentet F(X) ncmline6ris fiiggvdnye trjl mcredek csricsrlvd
Iilil":{-l3lf{ 1"p... l instabitis6 vdthat. pontiian ,i""el ", irier"ei, "rJyi
l]::::. T:q,91."1\, k€t rlj €s. kezdetb€n.teues pcri6dus6 fixpont sziitctik, ametyjkxozotl a rendszcr kettes peri6dusi stabilis ciklusban ingadozik. A grafikus analizis1.,2. Cs 3. 6br6n l6rhat6'm6dja, is a (10) "gy""f"trnin8"r, "ri cnici az artafanosereqmenynel( az eIogad6srhoz sziiks{ges [], 4].

_r,,9{O-_u.81: Iltl,, a_ kordbbiakban, a kettes peri6dusri ciklus stabititesa fiigg az
i;j11_,_{919"":l a.ket ponrban vert irdnytan-ge-nsdt6t. (Kiinnyen bet6that6, ho!} az
lliT.y._"lg:it- Tl"dk.t. 

pontban azonos [], 20] ds dtratrnosabban a ft pcri6iusri
:,*1:t..1?9,3 f ..pontjAban .azonos. Rdad6sul e.lklqzelve a kiizbcnsd allafotokat a2.. es J. abrak kozdtt. a stabilitdst meghatdroz6 iriinytangensnek az drtCk! l=+la*6t ponto,s ciklus megsziiletCsdnCl. ezutdn csdkken 0-; ke;eszttii ,t= _l_ig, "s""rint,anogyan f (x) csucsa vfltoztatja a meredck#gdt. Trilezen a ponton a kctteJperi6dusripontok instabilissd vdrnak 6s bifurk6r6dnak e-gy kezdetben slJir'ir "ttiuri "a'"u nc$,opcri6dussal. Ez m6dot ad egy nyolcas- peri6duirl ciklus kiatakul{sdra, majO onnfi a16,12:.q,..., 2" peri6dlsri 

-bifuilatoari 
stauiris cir<iuiot'-r,i.*i"'r,talli'"[ t"r"t"far{-ra. Minden egyes. €setbcn, amint a- & _peri6dusri sbUitis cikl;';s;ti[s6 v6lik.ugyanakkor bifurk6l6lik_ egy uj is kezdetben stabilis 2l peri6dusJ ciklust alkotl

I-a_.-ilapveroel hasontokeppen, mint- azt ,t=l_re felvdzohuk. Az anyagr6l egy tcl_
JeseDb es pontosabb beszdmoldt ez ideig csupdn lll tartalmaz.
,_^,11,l;,nrqygnrzCpb.iturkdci6sjetens€gei"[22ja13yegyentetpetddjdna4.6br6n
lr_,_"J,li.- I.i t.h9r et€gge iangsflyozni,.hogy a fotyamar dttat6nds a Ggti,bb F(X),szabatyozhato csricsossdgi prjppal rendelkcz6 fiiggvdnyre. Msrnopor_rs €s mtsii
[16] igy.uratnak a 2" peii6dusii'cittusok hierarchilj?ra,'.ini ""']; i*oontot t rharmonikusaira-

_^--P1r^ 
"-l 

?,,l",lyunrat 2' .(r--) pcri6dus6 ciklusok vigrclcn sordt 6llitja el6, aparam-elerertekek otyan..,ablaka", amelyben bdrmely ciklus stabilis, folyamatojan
cs-oxxent ugyhogy, a,lelj:; folyamat konvergens. mivet fels6 korldtja valamelyik
I.i,jlyr q"l"Tit:rfrlfk. (Ez_igaz a tegldbb, de nem az tisszes F(X) fiiglvCnyre. Lisda (.1./r.cgyenlelet leJj€bb.) Ez a kritikus paramdterirtdk a 2" peri6dusri-ciklusok
roflooasr pontJa. A (3) egyentetnil ezt a.-vel jel6lji ik: a":3,5?d0....
, .. ,E tori6ddsi ponton tul (pl. a>a, a (3) egyenletben) v€gtelen sz6nrf kiiliin.oozo penoousu hrpont es vdgtelen sz6mi kiiliinbtiz6 peri6dusf ciklus van.
,11i l,.T jT.q:i6Ttathat6 sz6mi otyan Xi kezddpont is, ametybdt tetjesen aperiodikus(Dar koflatosl traJektoria eredi nem q4.11!,Egf mityen sok6ig 6rr az F(X) 6lt,;lgencdlt iddsor, a minta sohasem ismitlddik. Ezikre a t6nyekreioL rn8isz"i ifu6-
llr!\l: !: 29,.?. .??!. 4::lt"l hctlzetet, .amikor "eeteren' szamr iitltinbtiz6 p6t'y6t
Kapnatunk, Ll es yoRKE [20] ,,kaotikusnak" nevezte el.

. Amint a paramCtcr tflhaladja a kritikus 6rt6ket, cldsziir mig az dsszes qklus
p6ros peri6dusri, Xr fixpont, ,y, iels6 es als6 drt6kef'kOztiit vditaiozik. sa, ez"k a

Al^dlmazott Maremd kat IaD.k t (OA2)
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ciklusok val6jriban nagyon bonyolultak is t6
lehetnek (fehet p'ldAul 5726 pontot tar-
talmaz6 nem degenerdlt peri6dusuk az is-
nr€tl6d6sig1, az a-vatatlan izemldl6 sz{m6ra X

olyannak tiinnck, nrint cgy ,,zajos" kcttii
pcri6dusri ciklus. Amint a paramdter6rtdk 05
tovdbb n6, elirkezik egy szint (a (3)
cgyenletnil a:3,6?86-nril), anrikor az elsd
p6ratlan peri6dusti ciklus megjelcnik. E16-
sztir e p6ratlan ciklusok peri6dusa nagyon
hossz6. dc a Daram6tcr6rtdk niivckcd6s6-
vel mind kisebb 6s kisebb lesz, mig vdgiil
a.h6ronr pontb6l 6116 cik^lus jelcnik meg. 4, dbra. Ezaz abra bcmurar nehanyat azok
(A (3) egyenletn6l a = 3,8284...-n6l). E pon- toiiii" iitir"udro o"iiolui,i .i"uiri.i-l
ton tlil vannak ciklusok minden eg€sz ts insrabilis (- - - -) fixpontok kijziil,
peri6dussal, valamint van tiibb, mint mc-q- amc.lyckct bifurkeci6s .folvamatok nvonldn

itarntatUutO szdmi aszimptotiiu$r' ,^i- kaphalunk eltalenossisban az (l)' ilt spcci6-

riodikus rrajekt6ria: rr es vorxe libl !;- i:T li;il-i"-iil,,"'liiflt"ilf,ii,l't'.'l;
nek az credninynek az eredeti bizonyi peri6dusri srabilis fclharmonikusokat ellit cl6
t6s6t ,,Hdrmas peri6dus kaoszt 91q92" vi lla-bifurktrci6k soro-zatiival i e ci klusok cgvi-

"i'^"i' rti"ort". A ,,k6o"" kif+':l gi fi.ll*."i?lll"ffiilils ,i'il'"I,'l'*iil";,*fjnamikus trajekt6ri6k olyan kdp6t iddzi fcl, iir,jiri.iaiii, iieiii i..t"iior roe"-u in,to-
melyek megki.iltinbdztethetetlen€k egy bilisi a mAsik kezdirbcn slabilis, de inslabi-
sztochasztikus folyamatt6l. A (3). (4) lisse-v6lik. ds modol ad 3x2" peri6dusri sta-

"ey""i.i& e' m6s hasonr6egyen'i:ir.g! lifiliftlilli'i:'.,'il"!'jf1'5,lffll""Ii
namik6inak numerikus szimuldci6i !2, iii!*i!il"-rr"i, 

'rri,,ii-i'z 
,-J' teneiry srara-

15, 21, 23.251 meger6sitik ezt a bcnyo- v6trli#a amiart volt szlksdg, hoey mindkdt
m6st. Ugyanakkor az olyan sirua €s ,,€rzd- p{ldAt uavanazon az dbrdn dbrdzoljuk' V6g'

ii"nl;' fi geueny"r.ndl, rirint.a (3) €s (4)'"'"" ":,1ifi.'jTi:'0"',Jiffi llnl"''uo"'o
egyenlet, alapvet6 matcmatikai tdny az,
hogy bSrmely rdgzitett param€terdrt€khez
ldtezik egy egyediili ciklus, amely stabil ds amely l6nyegdben az tisszes kczddpon-
rot vonzzz [22, 29] (l6sd [4] ,,A" fiiggel€kinek egyszcr0 6s vil6gos magyar{zatdt)
Azaz le]azik egy ciklus, mely ,,birtokolja" csakn€m az dsszes kczd6pontot: a nrara-
<l6k v6gtelen szamri titbbi ciklus, az aszimptotikusan aperiodikus trajekt6ridkkal
egyiitt egy olyan ponthalmazt birtokol, mely bar megsz6m16lhatatlan elcmii, de null-
m6rtikii.

Amint azt az al|bbi 3. ds 4. teblazat megvildgida, mindcn cgycs spcciiilis sta'
bilis ciklus val6sziniileg egy rendkiviil sziik paramdtcrdrtdk ablakot foglal cl. Ez a
t€ny, azzal egyiitt, hogy 6ltal6ban hossz0 id6 kell ahhoz, hogy cgy adott kezdcti
felt6telhez tartoz6 tranziens viselkedds lecsillapodjdk, azt jelenti, hogy a gyakorlatban

nem val6szlnii, hogy az cgyetlen (stabilis) ciklus ne lenne elfcledve 6s hogy val6szi
niileg a dinamika sztochasztikus leirdsa megfclel6bb az alapul szolgdl6 determinisz-
tikua struktrira ellendre. Ezt a pontot fogjuk tov6bbfolytatni al6bb a ,.gyakorlati
alkalmaz6sok" cimszd alatt.

E szakasz f6 nrondanival6jSt az l. t{bldzatban foglaltuk 6ssze, amely a (3) 6s (4)
esvenletek dinamikus viselkedesdnek kiiliinbttz6 m6djait tdrja el6nk, mint a v,lasz
nimlinearitds6nak m€rt6kdt meghauiroz6 ,,a", ill. ,,r" paramdterek fiiggvdnyeit.

Alkalmozolt Molemarlkol I4pok a (1932)
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l. TABLAZAT

Az (l) egycnlct kul6nbiiz6 cgycsricst F(.x) ftggv€nyrinek iisszefoglaldsa,
visclkcd€s0k a kaotikus ta omdnyban, megktliinbiizletvc az 4ltaaAnos ds

ncm {lralAnos dinamiksi tulajdonsdgokat

Ha.F(,Y) pipja el6gg6 meredek, a h6romszoros iier6ci6 egy nigy csrictsal rendelkezd
f (')(X) fiiggv€nyt eredmdnyez, amint az az 5, 6br6n l6tliat6 i (3) egyenlet eset€re.

Alkdlmd.otr Marem6tlk4l ltpok , (1t82)

Az (l) .3y.rlcr f(X) fiisrlany. r.rp['(r - x)
oX; tr.  X.!

.(r-x) i
n  x - l

a szabdlyoz6 psram6ter b

a fixpont instabilisse vd|ik 3,0000 2,0m0 r,0000. 2,0000

kaotikus tartomtny kezdetc
a 2" pcriddusu ciklusok torl6dasi ponrjr 3,5700 2,6924 r,m00 2,Uno

az els6 pdratlan pcri6dust ciklus mcgjelcnik 3,6786 2,83t2 r,4142 2,6180

. hdrm.s pcri6dusu ciklus mcgiclcnik 6s
cmiatt mindcn cg6sz pcri6dur jelcn ven 3,82E4 3,1024 l ,6 l80 3,0000

{ kaolikus tartom6ny vdgc 4,0000. 2,000.

stebilisak-G a ciklusok a kaolikus
terlom{nybrn? Igcn Igcn Nem Ncm

meg:
( 1 1 ) X,*. = F(t)(Xr)

' Ez!�n a artak alart X=0 srebilis.' 
. Mindcn mcgold{s ---hcz tart, ha az d d.tak cnn€l nagyobb.' ' A.g-yakorlatban .hl | "aSy.q :fs naggr6 vAtik, 1 vdgiii annyira tc.csiitkcn, boly Gnak vc-nero, amt & oloroglat poputaciok kihalAsdt iclanti a modcllbcn.

Ezck a tulajdonsdgok grafikus [ton kvalitative meg6rthet6k is dltalanosan jellem-
z6ek-a-z (l) egyenlet minden j6l viselked6 F(X) fiiggvCny6re.

Most hozzdfogunk az analitikus fiiggv€nyek liiotikus visclkedCse matematikai
szerkezetCnck r€szletesebb-tdrgyalAs6hoz, majd a fentebb eldrejelzett gyakorlati
probldmAkhoz 6s a nemanalitikus fiiggvdnyek 6ltal mutatott viselk;ddsi saj-Aioss6gok
6ttekint€sehez (mint anilyenek az L td�bl|zat kdt jobb oldali oszlop6ban vannik).

A kroailus rcfilszor fimmszerlez€te

Azt m6r l6ttuk, hogy az ,Y* eredeti fixpont hogyan bifurkdl6dik ? periodicitAsri
felharmonikusokat adva. De hogyan keletkeznek a & peri6dusrt ii cikhisok?
- ..Az 6ltal6nos folyamatot az 5. Abra illusztrdlja, amely bemutatja, hogyan kelct-
kezik a h6rom peri6dusf ciklus. A (8) egyenletnCl tett migi€gyzCs ;yitv6n-vat6 kiter-
jeszt€se, hogy a popul6ci6t h6rom gcner6ci6 utAn a kttvetka6'dsszefiiggd s hztArozza,
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El6sziir (a=3,8284-re a (3) egycnlctben) 1,0
a 45o-os egyenes a gdrbit egyediil az X*
G,s az X:o) pontban metszi, ahogy azt a
folytonos vonal mutatja az 5. 6br6n. Amint ql
F(V) pnpi^ meredekebb6 uu' *, u ot'r{I) xi
hegyci 6s v<ilgyei egyre kifcjczettebbek, ns
az els6 kdt vii lgy lesii l lyed. egyidejfi lcg az
utols6 hcgy cmclkcdik, nrig cliri a 45o-os
egycncst, majd metszik azt hat tj pont-
ban, amint azt a szaggatott vonal mutatja
az5.5br|n. Ez a hat pont k€t kii l i in6ll6,
h6rom pontb6l 6116 ciklusra oszlik. A ktiz-
bens6 6llapotok elk€pzeldsdvel az 5.6br6-
n6l is beldthat6, hogy FtBr(X; stabilit6st

0 s ,^t
1.0

' "  **": : : ' - : : :  
5. l ibra. Az x,. '  €s X kdzatt i ,  a (3) esycn-

neghat6roz6 ir6nytangenseinek e pontok i;t;i;o.il.il,i'i.iaii"a*r ia'hat6 6sszc-lct  hiromszoros i tcr{cioj ivi l  kanhal6
kiiziil h6romn6l kdztis drt€kiik van, amclykaiziil haromnal kozos ertekuk van, amcly fiigg6s. A folyronos vonal a=1,7-re vonat-
1(3)=+l a keletkezdsiikn€!, majd +l fitl6 kozik. €s- a 4.:19: cgyerlest . csak . esyszcrtrt"r=*l a keletkezesiiknel, majd +l IOI€ kozlk es a 4)'-os cgyenest csaK egyszcr

n6: cz a hirmas pcri6dusf ciilus soscm Tlli'r;,1i..:1,".11;;*::il'i"l n:t,*i:J:l;
gyck kifcjczcttebbckd v{lnak. A

- -----; ; , ,- ; ; ,  
syck kifcjczcltcbbckd vdlnak. A szaggatott

stabilis. A mdsik h5rom pontban F(''(X) ii".r "='i.s-irii ;il.it-. ir'"Lr.o. e ra,ru"
i rdnytangense 1t" l :1l-ndl indul, majd peri6dust r l j  ponr jclcnt nlcg (kdt 3-3 pcri6-
0-ra cstikken, cgy hdrmas peri6dus0 sta- dusl cikluskint).0-ra cstikken, cgy hdrmas peri6dus0 sta-
bilis ciklust eredm€nyezve. Ahogy F(X)bilis ciklust eredm€nyezve. Ahogy F(X)
mereksdge n6, a kczdetben stabilis h6rom pontb6l 6116 ciklus L(3) ir6nytangense - I
al6 csi!kken, a ciklus instabilisse v6lik, €s az el6z6 riszben t6rgyalt bifurkAci6s folya-
mattal 6, 12, 24, ... 3x2' peri6dusrl stabil is ciklusok keletkeznck bel6lc. A hdrmas
peri6dusri stabilis 6s instabilis ciklusp6r €s a kczdetben stabilis ciklus instabilissd
v6l6s6b6l keletkez6 rijabb fclharmonikusok keletkcz6sdt a 4. dbra jobb oldala szem-
l€lteti.

Az els6rend6 -differenciaegyenletek bifurk6ci6s folyamatainak k6t alapvct(i
fajtdja van [, 4j. Uj & peri6dusti ciklusok p6ros6val keletkeznck (egy stabilis, cgy
instabilis), amint F(X) magasabb iterrltjainak hegyei 6s viilgyci mozognak fel, illctvc
le, hogy metssz€k a 45o-os egyenest, ahogy azt az 5. Sbra Sbr6zolja. Ezck a ciklusok
akkor keletkeznek, amikor a 45o-os egyenes a hcgyeknek 6s vdlgyeknek drint6ivd
v6lik, lgy az F(")(X) giirbe kezdeti irenytangense ezekbcn a pontokban ltrl: * l;
a bifurk6ci6nak ezt a tipusdt 6rint6 bifurkiici6nak vaSy ,': + I bifurk6ci6nak hiv-
batjuk  , 4]. Viszont forditva, egy credetileg stabilis /r pcri6dusri ciklus instabiliss:i
v6lhat, ami;t F(X) meredekebbe v6lik. Ez akkor tiirtenik, amikor F(r) ir6nytangense
ezekben a k peri6dusLi pontokban trtrt: - l-ndl meredekebb lesz, minek kttvetkcz-
t€ben egy rlj ds kezdetben stabilis 2k peri6dusri ciklus sziiletik a 2. 6s 3.6br6n 6br6-
zolt m6don. A bifurk6ci6nak ezt a tipus{t villabifurk6ci6nak (a 4. Sbra bal oldal6r6l
kiilcstiniizve a k€pct) vagy 1: - I bifurk{ci6nak hivhatjuk [], 4].

Ezt mind egybegyiijtve, lesziirhetjiik, hogy ahogyan f(X) paramdterei vfltoz-
nak, az alapveto, stabilis dinamikai egysegek a & alapperi6dusti ciklusok, amelyek
6rint6 bifurk6ci6val keletkeznek, a hozzdjuk t6rsul6 k2' peri6dusti felharmonikusok
kaszk6dj6val egyiitt, amelyek villabifurk6ci6val kdpz6dnek. Ezer, az alapon az X*
konstans egyensrilyi megold6s €s a 2" peri6dusri stabilis ciklusok rtkijvetkez6 hicrar-
chi6ja egy 6ltal6nos jelensdgnek csup6n egy speci6lis esete, jdllehet nyilv6nval6an
fontos (ugyanis &=l). Rdaddsul emlikezziink arra ll, 4,22,29l,hogy az ttzekeny,

Atkdm4.olt Marenntikdl Lapok t (19E2)



analitikus fiiggvinyeknek (mint amilyenek a (3) €s (4) egyenletben szerepldk) ldtezik
egyetlcn stabilis ciklusuk ,F(X) mindcn parantdtcr6r'tdk6re. A paramdterirtikek
tcfjcs tanom6nya (l=a=4 a (3) egyenletben, 0=r a (4) egyenletbcn) ekdppen a
param6ter€rtikek vdgtelen sok ablak6b6l 6ll - ndh6ny ktiziiliik nagy, n6h6ny elkdp-
zelhetetleniil kicsi -, de mindegyik ezen alapvet6 dinamikai egysdgek ktiziil csup6n
egynek felel meg. A lenti 3. €s 4. t|bl|zat illusztrdlja ezt. Ezeket az ablakokat egy-
nrfst6l olyan pontok ktiliinitik cl (a &? peri6dus0 fclharmonikusok torl6d{si pont-
jai), amelyeknil a rendszer igaz6n kaotikus vonz6 ciklus nilkiil; hab6r vdgtelen sok
ilyen specirilis paramdtcrertdk van, ezek az Osszcs irtdk intervallumdban nullm€r-
t6kiiek.

Hogyan rendeztidnck cl czck a ki.iliinbdzd ciklusok a linycgcs paramdterirtdkek
intervallumiban? Tudomdsorn szerint ezt a kerd€st egym6st6l fiiggetleniil legalSbb
hat munkacsoport vdlaszolta m6r meg a kombinatorika elmdletdvel [6,30], a nu-
merikus analizissel [3. l4], a populdci6biol6gidval [] 6s a (t6gan drtelmezett) dina-
mikus rcndszerek chndlct6vcl [22, 3l] kapcsolatban.

Egy.kis egyszerii kiizelit€s (aminek megvan az az cl6nyc, hcgy kis technikai
appar6tust ig€nyel €s az a h6tr6nya, hogy eldggd iigyetlen) abb6l dll, hogy el6szdr
arra a kdrd6sre v6laszol, hogy h6ny k peri6dusi pont lehetsdges? Ez azt jelenti,
hogy h6ny kiiltjnbtiz6 megold6sa lehet az

(12) xi = F')(x;)
egyenletnek? Ha az F(X) fiiggv€ny el6gg€ meredek csricsri, ami akkor ktivetkezik
be, ha a paramdterdrtdk el6g nagy, minden cgymSst ktivetd itcr6ci6 megkettdzi a
csricsok sziim6t, tah6t az l-(')(X) fiiggv6nynek 2r-r csricsa van. El6g nagy parameter-

z. TABLAZAT
Az F(X) egycsricsi fiiggv6nyb6l az (l) egyenlet alapjAn kaphat6 t= l-16l l2-iS

periodicitest pcdodikus poDtok 6s klliinbiiz6 ciklusok szem6nak listdja

a f peri6dusi pontok iisszcs
lehetsdges sz6ma

a nem deSener6lt ,t pcri6dusi pontok
(isszes lchctsdges szama

a ,k peri6dus! ciklusok iisszes sz{ma
a degenerellakat 6s/vagy a felhar-
monikusokat 4s/vagy a sohasem
lok{lisan stabilisakat is beledrtve

a nem degenerdlt ciklusok ttsszes
szama (a felharnronikusolkal 6s az
instabilis ciklusoklal egyiitt)

a nem degenerilt, stabilis ciklusok
dsszes szima (a felharmonikusokkal
egyntt)

a t alappcri6dusi, nem degenerrlt,
stabilis ciklusok teljes szdma (lehdt
a felharmonikusok nincaenek
benne)

128

12630

2048

2046

1024

990504240

All.tlmazort ilatendtikal l&pok t (1932)
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6rt6kekn6l az iisszes hcgyct is vdlg)'et metszcni fogja a 45"-os cgycnes, 2* szdnri
t peri6dusir fixpontot cldtlllitva. Fzek a 2. t|bl|zat fcls(i sofiban vannak felsorolva
k<12-ig. Egy i lycn . felsorol6s nragriba foglalja azokat a degcner6lt pontokat, ame-
lyck pciiodicit{sa k osz.t6ja, spccirilisan a kdt eSyes peri6dusri pont (X=0 6s X')
a ll2jegyenlet degeneriilt megoldiisai nrinden k-ra. llal16l jobbta haladva a 2. tibl6-
zaiban,izck a digenerdlt pontok lcvonhat6k, hogy mcgkapjuk a k alapperi6dust
ncnrdegcncfiilt pontok sz6mit, amint az a 2. t(bl|zat m6sodik sordban tal6lhat6.
N{6sutt ue.yanennck az credm€nynck az elirdsihez bonyolultabb nl6dokat adnak

ll3, 14. 16, 22, 30, 3t1.- 
Pdlddul hatos peri6dussal vdgiilis 26:64 pont van. Ez nrag6ba foglalja a k€t

cgycs periddusti pontot, a kcttcs pcri6dusri,,fclharnronikus" ciklust is a hdrmas
peiiOOirsri pontol triplettjcib6l - egy stabilisbdl is cgy instabilisb6l ill6 p6rt:
igy <isszesen l0 olyan nont van, amclyck alapperi6dusa 6 oszt6ja, teh6t 54 olyan
pont marad, amclynek alapperi6dusa 6.

A 2t szAmi k peri6dusri pont olyan ciklusokba rcndcz6dik. antclyek peri6dusak,
vagy annak oszt6ja, amelyek vagy az 6rint6, vagy a vil la-b i lu rkiici6k credmdnyeik6nt
jclennek meg, ha l'(X) parum€tereit vtiltoztatjuk. A 2. t6ttlhzat 3. soiriban talalhat-
juk az igy rnegielcn6 kiildnbitz6 /< periodusir ciklusok lclics sz6m6t. A negyedik
iorban chb6l kivontuk a dcgencrri lt ciklusokat, hogy nrcgkirpjuk a /< peri6dusti
nem dcgenefti l t ciklusok teljcs sz:int6t, czeknck r sz:inroknlk nrcg Lcll cgyczrti i ik a
rn6sodii oszlop szdmainak t-ad riszivel. A ncgyedik sor tarlalrnazza a villa-bifur-
k6ci6val keletkezd stabilis felirarmonikusokat 6s az €rint6 bifurkdcioval keletkez6
siabil is-instabil is cihluspiirokat. Kivonva cbb6l a kczdctt6l logva instabil is cikluso-
kat, nregkapjuk azoknak a ciklusoknak a sz6mdt, amelyck stabil isak lchctnck (1. 5.
sor)t czckci a sz6nrokat is mcg lchet kapni elcg:insabb nr6dszerckkel [13, 16' 30].
V€gi.il kivonhatjuk a villa-bifurk6ci6val keletkez6 stabilis ciklusoknt, nrinthogy czel(
n6hdny egyszeriibb ciklus fclharmonikusai. hogy ntegkapjtrk a 2. t6bl6zat utol$6
sor6t, mcly l'clsorolja, a ,k alapperiddusri stabilis ciklusok szemiit.

Visszaterve a 6 peri6dusri pild6hoz, mdr sz6ltunk arr6l az i it degcnerilt ciklusi6l,
amelyck pcri6dusa 6 osztda. A nraradik 54 porrt fcloszthat6 c-ty olyan hatos perio-
dusir ciklusra, amclyik az egyctlcn stabil is hArompontos ciklus l i lharmonikusakint
kelctkczik is 4 ki.ilitnbdzd hatos peri6dusI cikluspirra (azaz 4 kezdetbcn stabilisra
6s 4 kczdetben instabilisra), Inelyck egym6st kiivct6 irint6s bifurk6ci6val kclctkez-
nek. igy afulr6l fclfeld olvasva a 2. tibl{zat 6-os pcti6dusokra vonatkoz6 oszlopiit,
a kiivetkcz6 szimokat kapjuk:4, 5, 9, 14.

Kiiliinbiiz6 cimk€z€sf iriikkttket, vagy a kombinatorika clnrilctinck nr6dszcrcit
alkalmazva 6ltal6nosan is felsorolhatjuk a kiilonbiizit ciklusok megjclcndsi sorrcnd-
j6t: u, 13, 16,221. Pildriul a 3,5 €s 6 peri6dusri alap stabil is ciklusoknak (melyckb6l
io r r indbcn 1 ,3  ds  4  van)  a  6 ,5 ,3 ,5 ,6 ,6 ,  5 ,6  sor renc lbcn  ke l l  meg je lcnn i tk :
hasonlitsuk iissze ezt a 3. is 4. tiblezattal. MErRoPoLls is mtsai [16] dltnldnos fel'
soroldst adtak minden k=ll peri6dusir ciklusr6l.

Ebb6l az kdvetkezik, hogy megadva a legut6bb nregjelcnt ciklust, lchctsdges
(legal6bbis elvileg) iisszc6llitani az iisszes olyan ciklust, antelyek addig a Pontig meg-
jelentek. Erre egy kiiltiniiscn elegans m6dszert adott SMALE €s wLLlAMs [22]' akik
megmutattAk fr€ld6ul azt, hogy amikor eldsziir keletkezik a hSrnras peri6dusti sta-
bilis ciklus, a tiibbi olyan /r peri6dusti pont N. sz6ma, amelyek enn6l a ldpcs6ndl
jelennek meg, egy Fibonacci-szerfr sorozattal adhat6 meg, Nt:2,4,5,8, 12' t9' 30'
48,'77,124,2ffi,323 k:1,2,...12-rc:' ez l i i i ldnbdzik az l '(X) nrcredckcbbd velasa

Alt..ha.ott Maaemdtlk.-l Lapok 8 (i932)
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analitikus fiiggv€nycknek (mint amilyenek a (3) ds (4) egyenletben szerepl6k) 16tezik
egyetlcn stabilis ciklusuk f(X) mindcn paranrdtcr6rtdkere. A param€terirtdkek
teljes tartom6nya (t=a<4 a (3) egyenletben, 0=r a (4) egyenletbcn) ek€ppen a
param6ter6rt6kek vdgtelen sok ablak6b6l 6ll - n6h6ny kiiziiltk nagy, ndh6ny elk6p-
zelhetetleniil kicsi -, de mindegyik ezen alapvet6 dinamikai egysegek ktiziil csupdn
egynek felel meg. A lenti 3. 6s 4. tSblazat illusztrdlja ezt. Ezeket az ablakokat egy-
nr6st6l olyan pontok kiiltinitik cl (a k2'peri6dusti fclharmonikusok torl6ddsi pont-
jai), anelyeknil a renCszer igaz6n kaotikus vonz6 ciklus nilkiil; hab6r vdgtelen sok
ilyen specialis paramdtcrdrt€k van, ezek az dsszcs irtik intervallum6ban nullm€r-
t€kiiek.

Hogyan rendcz6tJnck cl czck a kiiliinbiiz6 ciklusok a linycges paramdter6rt6kek
intervallum6ban? Tudom6sorn szerint ezt a kdrddst egym6st6l fiiggetlentil legaldbb
hat munkacsoport vdlaszolta mdr meg a kombinatorika elm€let6vel [6,30], a nu-
nrerikus analizisscl fl3. l4l, a populSci6biol6giSval [] 6s a (t6gan irtelnezett) dina-
mikus rendszcrek clrnilctdvel [22, 3l] kapcsolatban.

Egy kis egyszcrii kiizelitds (aminek megyan az az el6nye, hogy kis technikai
appardtust ig€nyel €s az a hiitrSnya, hogy cl6gg6 iigyetlen) abb6l 6ll, hogy el6sztir
arra a k€rd€sre vdlaszol, hogy h6ny & peri6dusri pont lehetseges? Ez azt jelenti,
hogy h6ny ktildnbdz6 megold6sa lehet az

(r2) xi = Fr)(xr)
egyenletnek? Ha az F(X) ftiggvdny el6gg€ meredek csricsri, ami akkor kiivetkezik
be. ha a paramdterdrtik elCg nagy, minden ogymSst kiivet6 itcr6ci6 megkettdzi a
csricsok sz6m6t, tah6t az F(r)(X) fiiggv€nynek 2^-1 csricsa van. El6g nagy paramdter-

2. T ABLAZAT

Az F(X) egycsricsri fiiggvdnyb6l az (l) egyenlet alapjin kapha!6 t- l-t6l l2-iS
periodicildsi periodikus pontok €s kiiliinbijz6 ciklusok szemanak listaja

a /< peri6dust pontok iisszes
leh€ts6ges sz6ma

a ncm degenerAlt /< pcri6dusti pontok
iisszes lchetseges szdma

a k p€ri6dusri ciklusok dsszes szema
a degeneraltakat ds/vagy a felhar-
monikusoket Cs/vagy a sohasem
lokAlisan stabilisakat is bcledrtvc

a nem degenerdlt ciklusok 6ss2es
6dma (a felharmonikusotkal €s az
inslabilis ciklusokkal egyiitt)

a nem degener4lt, stabilis ciklusok
iisszes szi'ma (a felharmonikusokkal
egyiitt)

a * alspperi6dusri, nem degencrAlt,
slabilii ciklusok teljes szAma (teh{t
a felharmonikusok nincsenek
benne)

Alkalnvzolt MatematlkLi lapok a (1932)
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kitzben vdgiil is megjelend & preri6dusi pontok teljes sz6m6t6l (1. a 2. tAbtlzat fels6
so16t).

.. A, fixpontok .teljes szim6r6l €s megjelen€siik sorrendjdr6l viszonylag kiinny{i
ilyen t6blAzatot kdszitcni. Bdrrnely konkrdt 1;(X) figgvdnyri az a numeiikus feladit,
hogy megtal6ljuk a param6ter€rtekek azon abtakait, amelyekben valamely ciklui
vagy a felharmonikusai stabilisak, czzel ellentitben viszonylag unalmas 6s nem elc-
g6ns. Miel6tt ilyen eredm€nyeket mutatndnk be, k6t kiiliinlegesen fontos parameter-
,rt€ket kcll megemliteniink.

HopxENsrEADr 6s HYMEN [21] cgy egyszerii grafikus m6dsz€rt adtak a kaotikus
tartom6ny gzon param€terert€kdnek azon megkeresis€re, amelyndl az els6 p6ros
peri6dus[ ciklus megjelenik. Az analitikus receptjiik a kdvetket6. Legyen a az a
param€ter. amelyik az l'(X) fiiggvdny- meredeks6gCt szab|lyozza (peld6ui-a 3. egyen-
letbcn a=a, a (4) egyenlctbeD d:r), X, (q.) legyen az I peri6dus6 fixpont (az (5)
egycnlct nemtrividlis megolddsa) €s 1.". (c) az fl) cgyenlei iter6ci6ival itdrh"id l"s-
nagycbb drtek (azaz FIX) drtdke a csicsban vagy a staciondrius pontban). Az elJ6
paros penocus clt(lus az
(13) x.(a) = FD(x..,(a))
egyenletet kiel6git6 a 6rtikn6l

Mint fcntebb m6r mescn
i a 6rtikn6l jelenik meg [21,31].
m6r megcmlitett0k, egy m6sik kkritikus 6rtek az, ahol a hdrmas

peri6dusri ciklus eldsz<ir jelenik meg. Ezt .r paramdterdrteket az (l) cgyenlet har-
madik iter6ltj6nak megolddsdb6l nyerhetjiik numerikusan: a (3; eg-yenletre ez
a:t+y'81t41.

Mvnner.c !3| (mindcn k= l0-re) 6s MErRopous 6s mtsaj [16l (minden ft=7-re)
numerikus informdci6t adott a (3) egyenlet stabilis ciklusair6l.6li nem a param€ter-
irtdkck ablakait adtdk meg, hanem csupan azt azcrtekck. abtakart adtak meg, hanem csupan azt az egyetlen 6rtdk€t, amelynil az
adott ciklus maxim6lisan stabilis, azaz.azt az ,,a" erteke\ amelyndl f (t)(X) stabi.
l itrst meghat6roz6 ir6nytangense 0:,/.(r)=0. Minthogy a t peri6dus0 ciklus b6r-
melv oonti6ban az F(r) fiiqsvdnv k-szoros iterAltiAiilt ir4nvrrnoe"<. Fd,.?arii,nmely pontjaban az
e ciklus,Yj pontiai re ciklus,Yi pontjai mindegyikdndl az F(X)-ek

fiiggviny &-szoros iterdltjdnak irinytangense egyszerfien
lyikdndl az F(X)-ek irdnytangenseinek a szorzata [], 8, 20],

3. TABLAZAT

A stabifis ciklusok felsorolSsa (6-ia lcrjed6 al.pperi6dusokkal) az X. ,r=ax.(t- X,l
eglrnlct csct€rc

I
3
4
5 (a)
5 (b)
5 (c)
6 (a)
6 (b)
6 (c)
6 (d)

I,mo 0
3,828 4
3,960 I
1 7 1 R  t

3,905 6
3,990 26
3,626 5
3,917 516
3,977 760
3,997 583

3,000 0
3,841 5
3,960 E
3,74t I
3,906 l
3,990 30
3,630 4
3,931 596
3,9t7 784
3,997 5E5

3,570 0
3,849 5
3,961 2
3,7430
3,906 5
3,90 X2
3,632'l
3,931 649
3,977 800
3,997 586

2,570 0
0,021 I
0,001 l
0,004 8
0,000 9
0,000 06
0,006 2
0,000 133
0,000 040
0,000 003

Alkalmazotr MLtenstlkat Lapok a (1tt2t



a l(r):0 kiivetelmdny azt jelenri. hogy X=A (,lr(X) sraciondrius pontja, ahol
,( ')=0) a k6rddses periodikus pontok egyikc. amijclcnt6scn cgyszeriislt i a numerikus
sz6mitdsokat.

Minden & pcri6dusi alapciklusra (amclyck a 2. tibl|zal utols6 sordban talSF
hat6k), kiiltin<isen drdekes ismerni azokat a paranrdtcrcket, anrclyckn6l

(l) a ciklus eldsziir megjelenik (Crint6 bifurk6ci6val);
(2) az alapciklus instabiliss6 v6lik (es ez6ltal egymfst kiivet6 villa-bifurkdci6val

,t2' peri6dus0 ciklusok felharmonikusainak kaszk6djdv6 v6lik),
(3) minden felharmonikus instabiliss{ vdlik (a &2" oeri6dusrl ciklusok torl6ddsi

pontja).
A 3. €s 4. tdbldzat M,tv is OsrER munk:ij6nak kiterjcsztdsc [lJ, a (3) illctvc a (4)
egycnletrdl adj6k meg ezt a numerikus inform6ci6t. (A torl6dSsi pontokat egy gyor-
san.konvergAl6 iteratlv eljdrdssal szdmolruk ki l. [ll,,,A" fiiggelik). NCh6ny ilyen
eredm€ny m6r GuuowsKr 6s M|RA is kapott [32].

NAGYoN BoNYoLULT DINAMIKAJIJ EGYSZERO MATEMATIKAI MoDELLEK

4. TABLAZAT

A slabilis ciklusok fclsorol6sa (6-i8 tcrjcd6 alappcri6dusokkal) az
X.,F X, cxp V(l - X,)l egyenlet esctdre

A. r irrak.l .bn r -
roflr,nynnik . izal.si.

1., .m.ly.n bcltl at
al.Fillu., v.sl' .syik
fclh..monik6. vorz6

2,6924 '
0,0933
0,0298
0,0095
0,0050
0 ,0 t41
0,0075
0,0009
0,00t4
0,00E3

I
3
4
5 (a)
5 (b)
5 (c)
6 (a)
6 (b)
6 (c)
6 (d)

0,0000
3,1024
3,5855
2,9t61
3,3632
3,9206
2,77l4
3,4558
3,7736
4,1197

2,0000
3,r 596
3,@43
2,9222
1,1664
3,9295
2,7761
1,4563
3,'t745
4,1848

2,6924
3, r957
3,6r 53
2,9256
3,3682
3,9347
2,1189
3,4567
3,17sO
4 ,1880

Gyakorlaai probldmik

_A (3) egyenlet paradigmatikus p€ld6j6ra vonatkoz6lag most mir l6thatjuk, hogy
az l-<a<4 parameterintervallum olyan drtdkek vigtelen sok ablak6nak egydimen-
zi6smozaikj6b6l6piil fel, amelyek mindegyikdben egy k peri6dusri ciklus, vagy annak
egyik fefharmonikusa, ldnyegiben az tisszes kezd6pontot vonzza. Ez€k az ;blakok
I <a=3,5700...-re - a t=l-nek ds felharmonikusainak mcefelelSen - a lcssz€le-
sebbek ds a legfeltiin6bbek. Az els6 rorl6ddsi ponton tfl, m'int ez a 3. rrbld;atb6l
I6that6, az ablakok keskenyek, mig az eg€szen' alacsony periodicitAsri ciklusokra is,
€s az ablakok & nrivekcdtdvel gyorsan szfikiilnck.

Mint kideriilt, egy kett6ssig alakul ki a meghat6roz6 matcmatikai visclkedds
(ami pontosan determinisztikus) is a,j6zan €szb6l" eredd kiiyetkeztet€s k6ziitt, amit
a numerikus szimul6ci6 nyom6n lehetne levonni. Ha az a param'tert a kaotikus tar-

Alkahnzott Motenldllkal llpok , (19t2t
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tomSny_egy pontjdban rilland6nak tartjuk, €s x (3) egyenlctet tetsz6legesen sok genc-
r6ci6n 6t iteraltatjdk, az eszlelt Xt drtdkek siiriisdg eloszldsa a Gt6l i-ig tart6 inter-
vallumban & egyenl6 tiisk€t (precizebben: d-fiiggv6nyt) fog adni, annak megfelel6en,
hogy a k pont ennek az a €rteknek megfelel6 stabilis cikluson van. De a legtdbb a
drtdkre ez a ciklus eldg nagy peri6dusi, s6t 6ltal6ban sok ezer generdci6 Glik el,
micl6tt [jra bc6ll a kezdeti 6llapot, igy a numerikus szimuldci6val kapott siir{isds-
tdrkdp iltalAban rigy nrlz ki, nint egry folytonos closzl6sb6l vett minta.
- HoppENsr[ADrlrek tulajdonithat6 a numcrikus szAnroldsok cgy kiiliinlcgesen
erdckes sorozata (s"remCllcs k6zlds), aki sok iterAci6b6l tissze6llitott X egy-egy aitrii-
sdgeloszl6s6t, a drtdkek olyan sorozatdra, amelyek fokozatosam n6ttek 3,5i0Gt6l
4-iE..Ezcket az crcdm6nyckct mozg6kipszerfien 6br6zolta. Mint ahogy a 3. tAbltzat
alapj6n v6rhat6, n€hAny a legfcltiindbb ciklusok kiiziil megjclent, mint d felharmo-
nikusa, az els6 iitiis 6s hatos ciklus. Dc a legtitbb irtdkdre a siiriisdgeloszlas igy nez
ki, mint egy v€letlcn folyamat mintafiiggvdnye. Ez ki.iliindsen igaz innak az a-&t6k-
nek a kdrnyezet€re, ahol az els6 p6ros ciklus megjelenik (a:3,6786) majd a=4
k,iirnyezctdb€n ism€t:cz nem meglcp6, mivel ezek a helyek a torl6d6si pont;k torl6-
ddsi pontjai._ A_stahiljs ciklusok periodicitds6nak alapj6ul szolg{16 nemfolytonos
vdltozisok ellenire a nrcgfigyctt s(!riis€gminta 6lcs 6tmeni-tek n6lkiilv6ltozott. p6lddul
afoeygn- q adcJig az (lt(kig n6tt, amelynel a hdrmas ciklus megjelenik, a sfrfis6g-
closzlds hdrom pont kdriil kezdctt el tiimiiriilni, majd fokozatosan elv6ndorolt ettEl
a h6r-om pontt6l, amikor a h6rmas ciklus is felhirmonikusai instabiliss6 v6ltak.

_ __Ugy gondolom, hogy a leg€rdekcsebb matematikai probl€ma, hogy m6dszert
tal5ljunk ndhdny kdzelit6en 6s,,effektive folytonos" siirfis6lspektrum melilkot6srira,
ama tdny - ellcn6,re, hogy a pontos siirfs€gfiiggvdny meghatdrozhat6 €s mindig d
fiiggvinyek egy halmazdb6l 6ll. L€hetsdges, hogy ilyen techniket m6r kifejlesztettek
az ergodelmil€tben [33] (amely a statisztikus mechanika alapja), mint peld6ui a,,durva
fclbontdsri ( coarse-grained ) megfigycldsek" felhasznril6s6nil. Nem iudom.
_ A (4) egyenlet dinamikai rulajdons6gainak egy ilyen effektive sztochasztikus
leirdsdt.nagy r-re mdr mcgcsindltdk [28], noha ink6bb csak erre az egyenlefe vonatkoz6
taktikai triikkitkkcl, scnrmint valamilyen 6ltal6nos mddszerrel. Ha r kb. 3 fiit6 n6,
3?. "-C.y:nt.J99l kiivetkez6 trajekt6ridk csaknem periodikusak lcsznek egyre jobb
kdzelit6ssel (l/r) cxp (r- l) pcri6dushosszal.

Az ebben a rdszbcn szelldztelctt vdlcm€nyem az, hogy b6r a kaotikus tartom{ny
igen finom szerkczetc matcmatikailag 6rdekes, drdektelen a legttibb gyakorlati szem-
pontb6l. Amit meg kellene kdvetclni, az a determinisztikus dinamika valamilven
effcktive sztochasztikus lcir6sa. Amig a kiildnbtizd ciklusok kiildnfdle helyzetdi ds
mcgjelcndsiik sorrendj€t meg lehetett csin6lni egy kaptaf6ra, az aktuAlis diiramikdk
ilyen sztochasztikus Ieirdsa teljcscn kiilitnbiizd lesz kiiltinbtizd F(,y)-ekre: tanf-
bizonysdg erre a (4) egyenlet viselkeddse - amelynek r-re sok gener6ci6k€nt csaknem
peri6dikus ,,kititresci" vannak a (3) egyenlet viselkedd#vel szemben, amelyik a*4-re
nem kiiltinbdzik nagyon a Bernoulli-file pinzdobdlas egy sorozatAt6l.

ArkdlmQzott Matema{kdl r,apok E (r9t2,



Matematikai furcsasirgok

Mint ahogy lcritebb ti irgyrltuk, a stabil is ciklusok r;gymi'isut6ni l i tczds6nek
alapvetd oka az egdsz kaotikus taitomdnybitn az. lrogy nrindcn it cikluspirr ir intd
bifurkici6val szii lctik (1. 5.6bia), is az cgyik0k kezdctben stabil is t igy. hogl'a lankiis
hcgyck is vcilgyck nrctszik a 45o-or cgycncst. Atalit ikus ,l:(x) l ' i jggviltyckrc it kiTri-
16lagos olyan paranritclirt ikck. amcll,chrti l  a sfir[ isigcloszlis vagy uz invatirins
tndrtik folytonos 6s vaiiban crgodii ius, a lcl i larrrlonikusoL t.rt lod:isi pontjai. artrc-
lyck az egyik ciklust a nr{sikti; l  clvri lasztj i lr l i . Az i lycn kivitclcs paranlitclcrtckck
mdr orcgtali i l tr ik az ali. i i lnrlzi isukat, lrr! ldirul a (3) cg]errlctbcn, lnrclyik o:4-rc

olyan, rrint cgy vdlctlcnszen Senenitor [34, 35], anrelynek [1(l-l r-T-ncl ari i-
nyos folytonos siirf i#gfi iggvdnyc van a 0<X<l intcrvallunban.

A nern analitikus l"(X) fiiggv{nyck, anr<rl)'cllrn a csrics val6jiiban tiiskc, irdc-
kcs specirilis csctet jclentenck. Elkdpzclhctjiik a mozg6 tiiskds hcgyclct is viilSyekct,
amint metszik a 45o-os vonalat az 5.6brdn 6s lchcts(gcs, hogy nindk6t 6rint6 bilur-
krci6val kcletkezett ciklu$ kezdctt6l lbgva instabil is (rnig az cgyikndl ,.(a)=1, a
miisikndl L(*)= -l nrinden t= l-ic. Ektior nincscnck stabil is ciklusok a kaotikus
tartonl6nyban, ami ez6ltal szo szclint kaotikus egy lblytonos ds tinylcg ergodikus
siiriis€gf tiggvinnycl.

Egy egyszelii pdldat ad az
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Xr+t :  t !X: ha

X , * ,  :  a ( l  -  X , ) ;

X,*r : )X'; h't X, '- 1

X , * r :  L X | - b ; .  h a  X , -  I

(  l4 )

, , Ia , ' T

ha X,- +

amely a 0<X= I intcrvallumban van ertelmezvc. Fia 0=a- l, minden trajckt6ria
X:0-ba tir, ha l-<a-.2. vigtclcn sok pc|iodii.us pllya van ncm mcgsz6mLilhat6
sz6mri apcriodikus trajckt6ririvat cgyii lt, irnrclyck cglikc scnt lokdlisan stabil is.

Az els6 piircs. periddusi ciklus a:1tI-ntl jclcnil nrr'g. is az i isszcs cgisz pcri6dusrl
jclcn van a:(l+y'517e fiittitt. Krc [36] gondosa| disztkutelta rz a:2 cseret. EEy
ruuisik p6lda, czittal kiterjedt bioldgiai pcdigrirel U-31. a k<ivctkcz(j

(ts)

Ha ),:-1, az egyenlct egy glolr;ilisan siabiiis cgycnsirlyi ponttal rcndelkezik
h- ,2 -n i l .  b : -Z+e i r . , r rd t  igaz i  k6osz  f . i r  . l l b i l i sc ik lusoknd l l i i l ;aze ls6p i i r ' r r r tnc ik -

tus A= (3+ y'5)l: , 1 jclcnik meg ds ,r . ' :;szes egdsz peli6dus jclen van b, i l i ; ldtt.
A (la) es (15) cgycnlctek dinamikar tulaJdonsigait a 2. |j�blazat jobb oldalirr rjssze-
geztiik.

ALl.4lntc.ott Lratnnratlkdi lAltok 3 (1982)



. Az analitik_ussrig hirinya a val6di viletlenszer[i viselked6s sziikseges, de nem el6g_
seges feltdtele [31]. Tekintsiik, p6ld6ul:

X,+r : aX,(l - X,); ha(16)

. .  1' r r < T

.. 1: r r -  2

x,.,:( i)x,; n^

Ez az L Abra. €s a. (3) egycnlet parabol6ja. de rigy, hogy F(X) bal oldali fele egy szfik
vonalra van lelapitva. Ez az egyenlet rendelkezik a irtdkek ablakaivat, ezelihind-
",9y.,,f:h.r. larlozrk stab-ilis cillus, mint ahogyan azt dltalrnosan leirtuk feljebb.
A ,lt'f stabilitds-meghatAroz6 irdnytangcns ugyanakkor nem folytonosan v6Lo;ik az
4 paramercrret es az egyszerfibb stabilis tartomdnyok szitessege kisebb, mint a (3)
egyrnletndl: a fixpont a=3-n6l vAlik instabitissd, es a ktivetkiz6 felhaimonikusok
torl6d6si pontja a=3,27...-n!l van; az els6 p6ratlan ciklus a=3;44...-nCl jelenik
meg; a 3 pontb6l 6116 ciklus a=3,67...-n6l (hasonlltsuk iissze az l. tAbl6;r ebd
oszlop6val).

. . .A nem analitikus fiiggv6nyek cme viselkedisi szcszdlyei az ergodelm6let formdlis
Kerqcsetnek kutatasaban tehetnek drdekesek. Ugyanakkor rigy gondolonr, hogy ezek
nem ldnyegcsek-..a biol6giai_ €s t6rsadalomtudom6nyol niiaittlei sr".poi'i1aU6t,
ahol az ofyan fiiggvdnyeknek, mint az F(X\ analitikusaknak iell lenniiik, 

-Ezt 
a

szempontot mashol goDdosan kidolgoztuk [3?].
Utols6 furcsasdgk6nt tekintsiik az

(17) X,t : ),x,lt * x,l-t
egyenletet. Ezt m6r fclhaszn6it6k igy, hogy rovarpopuldci6kra vonatkoz6 nagy
nrennyis€g[i adatra illeszrettdk [38,39]. Stabititdsi viseikedesit a k€t paramCter,-,t
es p ruggvenyeben a 6. ebra mutatja. Me&icgyczziik. hogy A<7,39 esetCn l€tezik
gl9.bili,san. sabnis €lyenstlyi ponr minaen j-ra; ha j Jlg.:.=t=i2,50... a fixpont
fnstabrl$sa vatrk ete.g- nagy p-ra [gy, hogy bifurk6l6dik egy stabilis 2 pontb6l-{ll6
crK.rusr_a, aml megoldas mrnden nagyobb f eseten; amint,l" niivckszik a 12,50...=t<-< 14,77.., tartom{nyban, ki.ildnbiizd mrls 2' peri6dusri felharmonikusok jelennek
meg. 4.2' peri6dusri bifurk6l6d6 ciklusok hiirarchiiija itt vdget 61 6s a torl6d6si
pontot is az ezut6ni kaotikus tartomenyt mCg tetsz6Gges na[y p+a sem €rjiik el,
amig ,l> 14,77... nem lesz.

Alkalmazdmk

.. Az a teny, hogy _az egyszerii Cs determinisztikus (l) egyenlet rendelkezhet olyan
dinam ik us . trajekt6ridkkal, amelyek rigy nizhetnek ki, iint egyiajta v€letlen zaj,
zavaro gyakorlati kiivetkezmdnyeket okozhat. Ez azt jelenti peldiul. hogy egy attai-
popul6ci6 egyedszdml6t6si adatainak t6tsz6lag szab6tytalan flluktu6ci6i n;h ;tijks€g-
kippen. tudhat6k be egy nem ismert k<irnyezcl szeszd'lyeinek vagy mintav6teli hib6f-
nak, lehet hogy egyszcriien olyan szigonian determinisztik us lopuLici6n<ivekeddsi
tisszefligges k6vctkeznrdnyei, mint az (l) egy€nlet. Ezt a k€rd€s-t teljesebben €s gon-
dosabban m6sutt t6rgyalt6k Ill.
. .Alt-,! -rngq lehet figyelni, hogy a kaotikus rendszerben tetsz6legesen kiizcli
\ezdetr le)tetelc\ vezethetne\ olyan trajektdr'rAkhoz, amelyck el€g hosszri id6 mrilva
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nagyon diverg6lnak. Ez azt jclenti. hogy
mig ha rcndelkcziink is r 'gy olyan c;yszcrii
modellcl, amelyben a parametcick ponto-
san nreghatdrozottak, a hosszi tiivi cl6rc-
jclzds sohascnr lchctsigcs. Mctcorol6giai
<isszcfilggCsbcn LoRLNrz u5] cz-t dz iiltalh-
ncs jelensdget ,,lepke cffektus':nak nr:vcz-
te:rndg ha a ldgldrt lc is tLrdriirrk irni cgy
olyan determinisztikus rncdcl Icl, anrelybcn
az dsszes param€ter isir).rt. cf,qy lepke
sziirnyainak remegdse is [91' rncgviltcz-
tathatja a kezdeti feltdtclekct, hofy enliatt
(a kaotikus r€ndszerbcn) megvilltozik a
hosszir tevri el6rejelzds.

A folyaddk drvdnyl6secgy miisik klasz-
szikus pdlda, ahcl ha cgy paranrdter (a
Reynolds-szinr) viltozik. cgy dctet tninisz-
tikus egyenletrendszerben (a Naaier- Sto-
kes-egyenletekben\ a mozgds hirtelen ;itme-
het valamilyen stabil is elLcndcz6sb0l (pil-
ddul lamin6ris rlraml6sb6l) cgy lt itsz6lag
sztochasztikus, kaotikus rcndszelbc. l(ii-
Idnbdz6, a Naoier-Stokcs-dificrenciii-
e gye nl e I e kcn alapul6 modellekct javasoltak
ennek a folyamatnak a nlatematikai Iciris6ra  

 

5. 40. 4ll. Az rirvdnylis clnrdletdnek cgy
riiabb cisszefoglal6j6ban MARTIN [42] fgy taldlta, hogy az ( I ) egydimenzi6s differencia-
cgyenlet hasznos lehet c tckintetben. Osszchascnlitva a korribbi mocicllckkel u5,40,
4ll hdtrrirrya az, hogy m6g inkitrb clvont leir6s, eldnye pedig az, hogy rcndelkezik
a dinamikus viselkedds olyan spcktrumdval, amely na-eyon gazdagon dsszetett, de
m69inkibb vizsgii lhat6 anal!t ikusar:.

Egy fiildkiizelibb alkalmaz6si lchct6sdg az (l) cgycnlct illesztisc diszkrdt, cgy-
miist nem 6tfed6 biol6giai populdci6iira, mint anrilycn sok mdrsikclt dgrivi izeltl6bri
[, 2, 3,38,43]. A 6. Abra mutatja 24 termiszetcs ds 4 laborat6riumi popui6ci6ra
becsiilt I 6s P paramdter irtikckct [39], ha a ( l7) cgycnlctct illcsztjiik a rcndclkezisre
6ff6 adatokra. Ez rz 6bta mcgnrutatja az clmilcti lcg stabil is teri i lctekct is: a stabil is
pontot; ennek stabil is felharnronikusait (2" perid<iusri stabil ci l( lusokat)t a keoszt.
A term€szetes populdci6k stat;iiis egycnsrilyi ponttal rcndelkez6 viselkcdisre tiire-
kednck. A laborat6riumi populrici<ik oszcil l i i l6 vag;, 'kaotikus visclked€src hajlamo-
sak;a viselkeddsiik triizottan ncmlinedris lehet amiatt, hogy a laborat6riumi ktirnye-
zetben hidnyzik sok termdszetes haldlozisi faktor. Ez cml€keztethet arra, hogy a
legink6bb oszcil1616 tcrmdszetes populici6 a (6. ibrin A-val jcldlt) kolorid6bog6r,
anrclyiknck a gazdaniivinnycl val6 jclenlegi kapcsolata ncnr evohici6s eredetii.
Ezck csup6n el6zctes nrcgjegyzisek, amiket ttibb szcmpontb6l dvatosan kcll kezelni.
Az 6vatossdgra int6k kciziil kctti;. hogy liteznck technikai neh6zsdgck az adatok
v6logatds6n6l 6s szdnruk cstjkkcntjsdndl is hcgy nenr l4tcznck cgyctlen hjir populd-
ci6k a tenr6szcti vikigban; Egy-egy dimcnzi6s diffcrcnciacgycnlctet nycnri rigy, hogy
a popul6ci6 katlcs6nhatdsat a biol6giai 6s fizikai krirnyezetivel passziv paramdterek-
kel helyettesitjiik, nagy er6szakt6telt jelenthct a val6s6gon.
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6. . ibrd. A folytonos vonaljcl i i l i  n slabi l i trsi
t i l r tnmil lyokat f l  f l?) cgycnlct paramdtcrei,  a
sir0sigt6l val6 fiiggdst kifcjezd I Daram€ter
6s a 1 populici6 ndvekeddsi sebcssdg fiigg-
vcnyibcn. a szaSgatott vonal mutatja, hogy
a kalpontos ciklus hol ad leheldsdget 2" p€-
r i6dusi magnsabb ciklusok kialak! ldsdra. A
fckctc pontok a szant6litldi popul{ci6k, az
ijrcs kiiri;k a laborat6riumi populeci6k 6leF
lani t ibl i izalainak clcmz6\6b61 nyert adato-

rat jcl t t l ik ( l3j-bdl a [39] nyomdn).
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Ndhdnyra a sok niis teriiletb6l, :rhol ezck az csznrik nriir alkalntazdst nyertek,
hivatkcztunk fcljebb, a rniiscdik r€szbcn [5-l l l . A c€lonr czzel az dttekint6cikkci
az volt, hogy eliis:gitsenr az alkalmazrisokat mdg mds teriiletckcn is.

RoLon jcleasdgek msgssabb dimcnzi6kbar

Els6r.endii diffei cnciacgycnletek csatolt p6rjait (czck mcgfclelnck egyetlen mesod-
ii egycnfctnck) kiiliiufdle iisszr;fiigg,jsckbcn vizsg;lltik [4.44-461specidlisan arcndii egycnlctnck) kiiliiufdle iisszefiigg,jsckbcn vizsgrlltiik [4.44---46] specidlisan a

,,"tgg1elt 9e9y! izcltl6bi ragadoz/i-zsdkm6ny rcndszerck tanutmdnyozds6ban [2--4,23,411. E kitdimenzi6s rendszerck bonyolultsi'iga a dinarnikus viseikedis ter€i mCc
osszctettcbb a ktivetkeziik nliatt: (l) mdg az
siges val6bar kaotikus viselked€s (mint a (
attraktorok"-nak mcgfelcl6cn; 6s (2) kcttd

23,411. E kitdimenzi6s rendszerck a dinarnikus viselkedis ter€n meg
dsszctettcbb a ktivetkeziik nriatt: (l) mdg az analitikus fiiggvinyek esetibcn is lehetl

cLuil}.ruro|( -nnr ntcgtetclocn; es (1, Xctao vagy totrb kutonbozo stabrlrs ellapot
(pelddul cgy stabilis pont ds egy h6rmas pcri6dusri stabilis ciirlus) cgyiitt cl6forclul'hat
ugyanazokra a param€ter irt€kckre [41. Tcsvtik hozz6. e ielcnsceek mesielcn€se ,tre-
\pEruaur cgy surollrs ponr cs egy narmas pcrtoqusu stabllls cli(tus) cgyutt cldlordulhat
u.gyanazokra a param€ter irt€kckre [4]. Tcgytik hozz6. e jelcnscgek megjelcn€se 6lta-

li|::., 
k:",*:-:rlryri,nenrlin€arit6st kdvetel (kevdsbd nrercdei csricsri /'(x) frigg-

vdnyt), mint egydimenzi6s esetben.
Az clsdrcndii Liiziinslees diffe

definidlt irtelemben - iisszeegy€ztethct6k bdflnilyen
tdbb fajra - bizonyos dsszcrfi 6s
rilyen dinamikus visclkeddssel. Si,visclkeddssel. SM,c.rr

[50] t6rgyalSsa 6ltal6nos 6s elvont; MAy 6s LEoNARD viszont tanulm6nyozt k azt a
kiildnle,ecs dinamik6t, amelyet a j6l ismert l.otka-Voltarra-egyer;lelek is k6pcsek
mutatni, ha m6r 3 verseng6 faj van jclen.

Az clsdrcndii Liiziinslges differcncirilcgyenlctek hasont6 rcndszerei va6ry a k6t
csatolt clsdrendii differenci6legyenlctekbdt r'1116 rcndszcrek sokkal egyszeriibb, sta_
bilis €s instabilis pontokb6l is hat6rciklusokb6t fel6pnl6 dinamikuJ viselke;6ss;l
rcndelkeznek [48]. Ez alapvetdcn "zeft yan, mcr t a folytcnos kitdirnenzi6s rendsze-
rekben meg lehet kiiltinb<iztetni egy zArt giirb€n kiviili ds bcli.ili tartonr6nyt; a dina-
mikus trajekt6ri6k nem kcresztezhctik egymdst. A hclyzct rnin6sigileg sokiral bonyo-
lultabb6 v6lik 6s sok tekintetben analoggd az elsdrendii differenciaegyenletekhez,
ha h6rorn vagy tiibtr csatolt, elsdrendii kttziinsigcs differenci6lcgyenleirc tdriink 6t
(azaz kdziinsdges diffcrcnci6legyenletckb6l rill6 hdromdimcnzi6s rcndszerre). ScrllI,eN
(szem€lyes kiizl€s) azt a vdbmin) t lungoztatta, hcgy a kaotikus viselkcd€s viselkedds
Cs a ,,furcsa attraktorok", azaz azok a mcgoldasok, amclyck sc nenr ponttok, se nem
pcriodilius prilyhk [4tt]. tipikusan jellenrz6k az ilyen renrjszcrekrc. Nihtiny modcllt
alaposan tanulm6nyoztak, mint a kinriai is biol6giai [49] rcakci6-diffrizi6 rcndszc-
rck modelljeit; a (h6ronrdinrenzi6s) Zorcr ztnotlellt ll5l4.s a nlgydintenzi6s Rouelle-
Takets-mcdellt [40]. rnelyckr'61 feljebb sz6ttunk. E lcnciszereh analizise sokkal
kev€sbd Sttekinthetii, nint az (l) egyenlctd n:agasabb dimenzi6juk kiivetkcztdben.

.Egy 
- ijabban ebb6l a szr:npontb6l vizsgelt - Lendszerre crplicit 6s eleggi

meglep6 p6lda: az iikol6giaban a verseng6 fajok lsirdsara haszndlt kdziins€ges dihi-
renciilegy€rletek, Egy vagy kdt fajra czek a rcndszcrck el6g unalmasak: a dinamikus
trajekt6riek ndh6ny stabilis egyensflyi pontba fbgnak tartani (nrely nrutathat egyiitt-
6l6st. vagy ecyik. vasv nrindket fai kihateset). Mint azt SMALE I-501 ncmr6qihcn-ftpo-
trajektonak nehany stabilis egyensflyi pontba fbgnak tartani (nrely nrutathat egyiitt-
il6st, vagy egyik, vagy-nrindk€t faj kihates6t). Mint azt SMALE [50] ncmrdgibcn meg-
11ta119,9ze! az 6ltal6nos egyenlctck 3 vagy tdbb fajra - bizonyos dsCzcrfi 6s j6l

siges. val6bar kaotikus viselked€s (mint a (14) is (t5) cgycnlctnil), az 6n. ,,furcsa
tijbb kiildnbriz6 stabilis 6llapot

Alknlntd.oll ,Idremdlikal Lapok I (rtE2t
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K0vctkez(ct6s

86r vannak mig negoldatlan gyakor'lati problinik, az c cikkbcn kifejtett clmi-
tctnek nyilv6nval6 alkalmazdsa van sok tcriileten.

A legfontosabb alkalmazdsok mindentcllctt a pcdaS6giaiak lchetnck.
A linedlis rcndszcrekre vonatkozo matcnlatikai clnr6lct clcgdns <isszcssige

(Fouricr-analizis, ortogondlb fuggftnlcii stb.) is czek sikcrcs alkalmazdsa a lizikai
tudom6nyok sok alapvct6en lineeris problintiijilra egyeduralomra titr nlig a viszony-
lag rnagai szinti i maicnatikai is clndlcti f izikai tanulnri lnyokban is. Az ckdpp kifej-
lesztett matematikai intuici6 Iosszul kisziti fcl a tanul6kat arra. hogy szcntbenizzc-
nck az olyan diszkrdt nernline6ris rcndszcrek icgcgyszcrtibbjeinck kiiliiniis visclked6-
sdvel, nint amilycn a (3) egycnl€t. Noha az i lycn nemlincdris rendszerck a fizikai
tudomdnyokon kivii l  bizottyosan a szabhlyosak €s nenl iI kivitclcsek.

Ezirt szeretnem siirgetni, hogy rnondjuk a (3) cgycnlctct n]utass{ik bc az cnlbc-
reknek matematikai tanulnrdnyaik elcjin. Ez az c!ycnlct I 'enomcnologikusan is tanul-
m6nyozhat6 zsebsz6mol6gdppel vagy akir an6lkiil itcr6lva. Ezck a tanulmiinyok
nem tartalmaznak annyi fogalmi meggondoli ist, mirrt az tlcnri analizis. Az i lycn
tanulm6ny nagyban gazdagitan6 a tanul6k ncmlinedris rcndszcrekrc vonatkoz6
clkiDzeliscit.

Ncrn csak a kutatesban, dc a nrindennapok politikai ts gazdasiigi viliigriban is
sokkal jobban meglennink, ha tijbb cDrber lbgn6 fel, hogy az cgyszerii nemline6ris
rendszereknck nem sziiks€gkdppen eg;szcriiek a dinanrikai tulajdonsigaik.

Sok segits€get kaptam F. C. HoPPENsTEADT'tiil, H. E. HuPPERrtdl, A. l. MEE5'
tijl, C. J. PREsroNt6l, S. SMALE-I61, J. A. YoRKE't6l es ktldntisen G. F. OsrER-
t6l. A nunk6t rdszben az NSF t6mogatta.
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