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Princeton

nisztikusak is, meglepsen sokféle dinamikus viselkedést képesck mutaini a stabilis cgyensilyi
ponitdl a stabilis ciklusok bifurkdls hierarchidjan kercsziil a Kitszolagosan véletien Mfuktuaciokig,
Kﬁvctkezésképpen sok lebifincsels probléma létezik, amelyek kozil néhiny a trajektoriak finom-
szerkezetének kényes matematikaij vonatkozasaival, né¢hiny pedig a gyakorlati kﬁvelkezmények-
kel és az alkalmazdsokkal kapcsolatos. Ez a cikk czek értcimezd altekintését adja,

~A kiilénfile tudomdnyigakban sok olyan helyzct van, amely — legal4bbis
durva clsg kézelitésként — elsSrendii differenciaepyeniettel frhaté le. Az ilyen mo-
dellek dinamikus viselkedésének tanulminyozdsa %italiban abbal all, hogy meg-
taldljuk az dliandg cgyensilyi pontokat és utdna linearis analizist végziink, hogy
meghatdrozzuk a kis zavardsokkal szemben tamisitott stabilitisukat; a kifejezetten
nemlinedris dinamikaj tulajdonsdgokat Altaliban nem vessziik figyelembe,

Az Tjabb kutatisok azonban megmutattdk, hogy a legeslegegyszeriibb nern-
line4ris diﬁercnciaegyenlet is a dinamikus viselkedés kiilénlegescn gazdag spektru-
méval rendelkezhet a stabilis egyensulyi pontoktél a stabilis ciklusok sorozatan
keresztiil egy olyan tartomanyig, amelyben a vigelkedés (még ha teljesen determinisz-
tikus is) sok tekintetben ~kaotikus”, vagyis megkiilonbéztethetetlen egy véletlen
folyamat trajektériajatsl,

Ennek az attekints cikknek tibb célja van,

Eldszér: bar a nemlineéris Jelenségek 15 Jellemzéit mar sokan felfedezték, ¢s
egymistol fiiggetlenii] tjra felledezték, nem ismerck olyan forrésmunk4t, aho) az
Gsszes fontosabb eredmény dssze lenne gyljtve. Fzért megkiséreltem, hogy cgy
ilyen Attekintg beszdmol6t nyujtsak. Fzt révid s leirg mddon teszem és bevettem
némi 1j anyagot is; a Iészietes matematikaj bizonyitisok a technikai irodalomban
taldlhaték, amelyekre csak utalok.

* Ez a dolgozat forditdsa a kovetkezdnek : May, R. M. “Simple mathematical models with
very complicated dynamics”, Narure 261 (1976) 459—467. © 1976. Macmillan Journals Limited.
A forditds kiszléséhez g szerzd és a folyoirat hozzajarult,
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fiiggvény nem analitikus. Célul tiiztem ki a kutatés closegitését ezekben a kérdések-
ben, kiilénosen az adatfeldolgozassal kapcsolatos gyakorlati kérdésekben.

Harmadszor: 4ttckintiink néhdny olyan teriiletct, ahol ezek a gondolatok
gyakorlati alkalmazast nyerhetnek. Az ilyen alkalmazdsok sora az civont modellektdl
(ahol példaul egy stabilis egyensilyi ponttol a kéoszig vald dtmenct egy folyadékban
a turbulencia kialakuldsdnak modelljéil szolgalhat) a biologiai populiciok dina-
mikus viselkedésének modelljeiig terjedhet (ahol kutathatjuk a szabadban vagy
jaboratriumban mért adatok felhaszndldsat a differenciaegyenlet paraméterérté-
keinek becsiésére).

Negycdszer: tomir ismortetést adunk annak az irodalmérél, hogy a viselkedés-
nck cz a spektruma (stabilis egyensdlyi pontok, stabilis cikius, kdosz) hogyan johet
létre masod- vagy magasabb rendi differenciacgycnletekben (azaz kettd vagy tobb
dimenzidban: kettd vagy tobb kolesénhatd faj esetén), ahol a kdosz kialakuldsa
Altalaban kevesebb szigord nemlincaritdst kovetel. E szempontbol a differencidl-
egyenleteket is attekintettiik; ugy tiinik, hogy elsrendil differencidlegyenletek ese-
tén hiromdimenzios rendszer sziikséges a kaotikus viselkedés megnyilvanulasahoz.

Az 4ttekintés egy evangéliumi konyorgéssel zdrul arrdl, hogy mutassuk be
ezeket a differenciaegyenleteket az clemi matematikai tanulmanyok sorin, hogy a
tanulok intuicioja gazdagodhassék aziltal, hogy meglatjak, hogy milyen vad dol-
gokat csindlhatnak ezek az egyszerii nemlinedris egyenletek.

Els6rendii differenciaegyenletek

Az egyik legegyszeriibb rendszer, amit egy oOkologus tanulményozhat, egy
olyan iddszakosan szaporodé populicid, amelyben a generdciok kozott nincs atfedés
[1—4]. Sok természetes popul4cio, kiltondsen a mérsékelt égdvi rovarok (koztik
sok gazdasigilag fontos szAnt6foldi és gyiimolcsoskerti kartevo) tartozik ezek kozeé.
Ebben a helyzetben az észlelt adatok altaldban a maximumea, az itlagra vagy az
egyes generaciok dssznépességére vonatkoznak. A kutaték igyekeznek megérteni,
hogy a ¢+ 1-edik generacio populacidjinak Xy nagysiga hogyan fiigg a megel6z0,

Ty

t-edik genericié populacidjinak X, nagysagatol; egy ilyen osszefliggést az
v X1 = F(Xl)

altalanos képlettel fejezhetjiik ki. Az F (X) fiiggvény altaliban az, amit egy bioldgus
,stirliségfiiggdnek”, epy matematikus pedig nemlinearisnak hiv; az (1) egyenlet
ekkor egy elsdrendd, nemlinearis differenciacgyeniet.

Bar ezentil kovetni fogom azt a szokdst, hogy az X véltozérél mint »~popula-
cibrol” beszélek, a bioldgian kiviil is szimtalan olyan helyzet van, ahol az (1) alap-
egyenlet alkalmazhat6. A biol6gidn belill is vannak mas példak, példaul a genetika-
ban [5, 6] (ahol az egyenlet a géngyakorisdg idobeli valtozdsat irja le), vagy a jar-
vanytanban {7] (ahol a lakossag megfert6zott hinyada a ! idépontban). A kozgaz-
dasigi példak kozott vannak modellek az arucikk mennyisége és ara kozotti kap-
csolatra [8], a gazdasagi ciklusok elméletére [9] és olyan idsbeli sorozatokra, ame-
lyeket kiilonbozd mas gazdasdgi mennyiségek allitanak el8 [10]. Az (1} éltaldnos
egyenlet a thrsadalomtudoményok szdmdra is megfelels {11}, felmeriil példdul a
tanulas elméleteiben (ahol X azon informéci6 bitjeinek szdma lehet, amit az ember

Alkagtmazott Matematikat Lapok 8 (1982)



NAGYON BONYOLULT DINAMIKAJU EGYSZERD MATEMATIKAl MODELLEK, 429

meg képes jepyezni egy ¢ intervallum utén), vagy a hirek elterjedésének a leirdsdra
a kiilonbozé szerkezet( tdrsadalmakban (ahol Y azon emberek szdma, akik mar hal-
lottdk a hirt ¢ id8pontig). A taldlékony olvasé taldlhat mds szovegdsszefiigeéseket is
az (1} egyenletre.

Sok ilyen ese
cia, hogy az X valtozd ndvekszik egyik generdciorsl a masikra, ha ¥ kicsi, és csékken,

tulajdonsdgokkal rendelkezik : F(0)=0; F(X) monoton novekszik X novekedésével
a =X~/ tartomdnyban (F(X) a maximéljs ériékét az XY= pontban veszi fel)
¢ F(X) monoton csbkken, ha X novekszik X=a4 [6l6tt. Fzenfelil F{X) altala-

gazdasdgi vagy tarsadalmj jelentésiik.
Egy specidlis péida a kovetkezd egyenlet [1, 4, 12--23};

2 Niv1 = Ni(a—bN)

Ezt néha , logisztikus” differenciaegycenietnek hividk, A b=0 szélsdséges esetben
€Z egy populdcié tisztin exponencilis novekedését irja le (a= | mellett); ha 53«0,
akkor a négyzetes nemlinearitas egy olyan pippal rendelkezs novekedési gorbét
eredményez, amelynek csticsossdght az ,.a” paraméter hatdrozza mep. Az Y =bN/a
Jelolést bevezetve, az cgyenlet kanonikus alakra hozhatd (1, 4, 12—23]:

3 X1 = aX(1-X)

Ebben a forméban — amit az I. brén illusztrilunk — vitathatatlanul ez a legegy-
szeriibb nemlinedris differenciaegyenlet, A (3) egyenlctet fogom hasznalni a legtobb
numerikus példéra és magyarizatra ebben
a cikkben. Bir a (3) egyenlet kiilénleges
cgyszeriisége miatt vonzd a matematik usok
szamira, a gyakorlati alkalmazisokban
héitrany, hogy megkdveteli Y-t hogy a
0<X<1 intervallumban maradjon; ha
X valaha is tilng az egységen, a rikdvet.
kezd iterdciok — co-hez divergdlnak (ami
azt jelenti, hogy a populacié kihal). Ezen-
kivitl a (3)-beli F(X) 1 liggvény (X =1/2-nél)
4z g/4 maximumot veszj fel, az egyenlet
ezért nemtrividlis dinamikys viselkedést
csak akkor mutat, ha g4, Masfeldl az
dsszes trajektéria X =0-ba megy, ha
a~<l. Igy a nemtrivislis dinamikus visel- ;. dbra. Az X,,, &s X, kzoui kapcsolat 1i-
kedéshez kovetelmény: l<a<4, ha ez Eiktll(s p;':;t)iéja ah?gtya.r_l 2z (hl) cgy;n;e(;_ileirja.
1Al H M ZEK a8 €gyenle O I, ha a= N H

nem teliesil, a poPulémé kihal. . és a=3,414g¥b). Agszl:-iggatou vonalak j(e‘;{j-
_Egy _mésik pelda_, amely mélyebben lik a meredekséget a fixpantokban, ahol F(Y)
gyokerezik a bioldgiai rodalomban [I, metszi a 45%-05 cgyenest. Az 4" esethen 4

2327, az meredekség kisebb, mint —45° és 5 fixpont
stabilis; a ,b" esetben a meredekség na-
“ Xis1 = Xexp [r(1 -X)] gyobb, mint —45° & a pont instabilis, -
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egyenlet. Ez is leirja azt, hogy a populdcio hajlamos az egyszerli exponencialis nive
kedésre kis siirliség esetén és csokkenésre nagy siic{iség esetén. E nemlinedris viselke-
désnck a csucsossdgit az r paraméter hangolja. A modell elfogadhaté egy olyan
egyetlen fajbdl alid populécidra, melynek egyedszdmdt nagy siiriiség esetén jarva-
nyos betegség szabilyozza [28). A (4) egyeniet F(X') fiiggvénye kissé bonyolultabb,
mint a (3) egyenleté, de ezért az az el6ny karpétolja az embert, hogy a lokdlis stabi-
litds maga utdn vonja a globdlist is, minden X>0-ra [1}.

Az (1) egyenlet egymaximumu fiiggvényeire a (3) és (4) képleteken feliil tovabbi
példakat is vehetnénk az Okolégiai irodalombdl. Egy meglehet8sen teljes ilyen
katalégust ad — irodalmi hivatkozdsokkal kiegészitve - MAY és OsTER {1]. Mds
egyszer{i matematikai fiiggvényeket adnak meg METROPOLIS és mtsai [16]. A késSb-
biekben més F(X) liiggvenyeket is tirgyalunk a ,matematikai furcsasdgok™ cimszé
alatt. :

Az (1) egyenlet dinamikai tulajdonsdgai

Az (1) egyenlet lehetséges konstans, egyensilyi X értékeit (fixpontjait) algebrai-
lag megkaphatjuk az X,,,=X,=X* behelyettesitéssel, és az

(5) X* = F(X*)

egyenlet megolddsdval. Frzel ekvivalens grafikus médszer, ha megtaliljuk azokat
a pontokat, ahol az X,-b6l az X,,,-be valé dtmenetet 4brizold F(X) gorbe metszi
a 45°%-0s egyenest, ekkor X,,,=X,, ami megfelel a zé&rd populaciénovekedés idedlis
nirvdndjanak, l. az 1. dbrdn. A fent tdrgyalt és a (3) és a (4) egyenletekkel bemuta-
tott egymaximumi gérbéknek két ilyen pontjuk van: a trividlis megoldds: X=0,
és az X'* nemtrividlis megoldis (amely a (3) egyenletnél X*=1—[1/a].

A kovetkez8 kérdés az X* egyensilyi pont stabilitisira vonatkozik. Lathaté
[24, 25, 19—21, |, 4], hogy ez az F(X) gbrbe X* pontban vett irinytangensétél
fiigg. Ezt az irdnytangenst, amelyet az 1. 4brdn szaggatott vonal jeldl, a

dF
Wex*y =

képlet hatdrozza meg. Amig ez az irdnytangens 45° és —45° kozott van (azaz AW
+1 és —1 kozotti) és hegyesszoget alkot a 45%-os zéré novekedési vonallal, az X*
egyensulyi pont legalabb lokélisan stabilis, a szomszédsigbdl az Osszes trajektoridt
magihoz vonzza. A (3) cgyenletben példdul ez az irdnytangens AN=2-—g, az
egyensulyi pont ezért akkor és csak akkor stabilis és vonzza az Osszes Q<X<1
intervallumbél ered§ trajektériat, ha l<a<3,

Amint a lényeges paramétereket véltoztatjuk, tgy vélik az F(X} gorbe egyre
meredekebb ¢és meredekebb csicsiva, a stabilitist meghatdrozd irdnytangens igy
végiil is —45°-nil kisebb meredekségii lesz (azaz AW =< —1), aminck kovetkeziében
az X* egyensulyi pont nem lesz tobbé stabilis.

Mi torténik ezutdn? Mi torténik példiul, ha a>3 a (3) egyenletben?

Hogy véalaszoljunk erre a kérdésre, segitségiinkre lesz, ha megnézziik azt az 4b-
rat, amelyik a populdciok két, egymadst kivetS generdcidn 4t haté kapcsolatdt mu-
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tatja be, azaz ha megnézziik azt a fiiggvényt, amelyik X, ,-t X,-vel hozza Gssze-
fiiggésbe. Az (1) egyenlet masodik iteraltjat

(7) Xr+2 = F[F(X!)]
-ként drhatjuk, illctve bevezetve cgy nyilvanvald jelolést:
® Xz = FO(X)
1
. [: 107 /
o~ ’/ |
x| Z
- x
N -
05 h 05
0 et o e
0 05 1,
X, 0 05 10

2. dbra. A (3) egyeniet kéiszeres iterdcidjabol 3. gbra. Epp olyan, mint a 2. abra, kivéve,
kapott X,,, és X, kozotti viszony képe. Az abra hogy it a=3.414, mint az 1. abran a , 6"
az 1. abra " esetére vonatkozik, amikor esctben. Az alap fixpont most instabilis:
a=2707: az alap fixpont stabilis, és ¢z az egye- FOANXY irdnylangensének a meredeksége eb-
dili pont, amelynél FOX) metszi a 45%-0s vo-  ben a pontban 45°alatt van, ami két, kettes
nalt (aho! az iranytangense, melyet a szaggatott  periodusg Uj megoldds megjclenéséhez veret,

vonal mutat, kevéshé meredek, mint 45°). (Az eredeti kdzleményben a 2. és 3, 4bra fel-

cserélddont, A ford. megjegyzése.)

A (3) cgyenletbsl igy szdrmaztatott figgvény a 2. és 3. 4bran lithatd, Azokat a po-
puldcié értékeket, melyek ismétlSdnek minden masodik generdcioban (azaz fix-
pontok kettes periddussal) X3-gal jeloihetjiik és meghatirozhatjuk, mind az

(9) Xz* = F”’(X;)

algebrai formabd!, mind gralikusan az FO(Y) porbe és a 45%0s cgyenes metszés-
pontjibél, amint az a 2. és 3. dbran lathatS. Vildgos, hogy az (5) egyenlet X* epyen-
stilyi pontja a (9) egyenlet ¢gy megoldasa; az egyes periddusi alapvetd fixpont a
kettes periddusi megoldds cgy degeneralt esete, Tegyiink most egy egyszerii, de
donté megfigyclést [1]: az FO(X) gorbe irdnytangense az X* pontban, amelyet
A®(X*)-gal jeloliink és a 2. és 3, dbran szaggatott vonallal dbrizolunk, az F(X)
meglelel§ irinytangensének a négyzete.

(]0) )_(2)(Xx) — [,‘_(1)(_)(*)]2
Ez a tény lehetSvé teszi, hogy megvilagitsuk, mij torténik, ha az X* fixpont instabi-
lissd vélik. Ha F(X) irdnytangense kisebb, mint —45° (azaz |[AM]<1), amint azt

az ,,a” girbe mutatja az |. dbran, akkor X* stabilis. A (10) cgyenletbsl kdvetkezésen
€z azt is jelenti, hogy 0<A® =], azaz F® megfeleld irdnytangense X*-nal ¢° és
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45° kozétt fekszik, amint az a 2. 4bran lathaté. Amig az X* fixpont stabilis, ez jelenti
a {9) egyenlet cgyetlen nem trividlis megold4sat. Maslel§l, ha a 1™ meredeksége
—45°-on tilmegy (azaz {A™M|>1), amint azt a ,b" g0rbe mutatja az 1. dbrdn, X*
instabilissd vdlik. Ugyanakkor a (10} egyenletb6l ez azt jelenti, hogy A®=1, azaz
az F® fiiggvény mepfelel irinytangense az X* helyen meredekcbb, mint 45°,
amint azt a 3. 4bra mutatja. Ekkor F®(X) egy kanyart ir le és két 1j fixpont jelenik
meg kettes periddussal, mint az a 3. 4brdn l4thaté.

Réviden, ha az (1) egyenlet F(X') nemlinedris fiiggvénye til meredek csficsiva
valik, az X* alapvetd fixpont instabitiss4 vathat. Pontosan annal az értéknél, amely-
nél ez megtorténik, két 1ij és kezdetben kettes periédusd fixpont sziilctik, amelyek
kozott a rendszer kettes periddusi stabilis ciklusban ingadozik. A grafikus analizis
L., 2. és 3. 4brén lathaté médja, és a (10) egyenlet mindaz, ami ennck az 4ltalinos
eredmeényncek az elfogaddsahoz sziikséges [1, 4). .

Epp tgy, mint a kordbbiakban, a kettes periédusi ciklus stabilitdsa fiigg az
F®(X) gbrbének a két pontban vett irdnytangensétdl. (Koénnyen beldthatd, hogy az
irdnytangens mindkét pontban azonos [f, 20] ¢s dltaldnosabban a k periddusi
ciklus mind a k¥ pontjiban azonos. Réad4sul elképzelve a kozbensd dllapotokat a
2. és 3. &brak kozott, a stabilitdst meghatarozéd irdnytangensnek az értéke A= +1
a ket pontos ciklus megsziiletésénél, ezutdn csékken 0-n keresztiil 1— — 1-ig, aszerint,
ahogyan F(X) csticsa valtoztatja a meredekségét. Til ezen a ponton a kettes periddusi
pontok instabilissa valnak és bifurklédnak egy kezdetben stabilis ciklust adva négyes
periodussal. Ez médot ad egy nyolcas periédusi ciklus kialakuldséra, majd onnan a
16, 32, 64, ..., 2" periddust bifurk416d6 stabilis cikiusok hierarchidjdnak kialakulds4-
ra. Minden egyes esetben, amint a & periédusii stabilis ciklus instabilissi vilik,
ugyanakkor bifurkalodik egy 1ij és kezdetben stabilis 2k periddusi ciklust alkot-
va, alapvetGen hasonldképpen, mint azt k=I-re felvizoltuk. Az anyagrdl egy tel-
Jesebb €5 pontosabb beszamol6t ez ideig csupén [I] tartalmaz.

Ezt a ,.nagyon szép bifurkaciés jelenséget” [22] a (3) egyenlet példijan a 4. 4bran
irtuk le. Nem Ichet eléggé hangsilyozni, hogy a folyamat Altalanos a legtébb F(Y )
szabdlyozhaté csiicsossdgh pilppal rendelkezd fiiggvényre. METROPOLIS &5 mtsai
[16] iigy utalnak a 2* periddusi ciklusok hierarchidjdra, mint az X'* fixpontok fel-
harmonikusaira. :

Bar ez a folyamat 2" (n—o0) periddusd ciklusok végtelen sorat dilitja el6, a
paraméterértékek olyan ,ablaka”, amelyben barmely ciklus stabilis, folyamatosan
csokken, dgyhogy a teljes folyamat konvergens, mivel felss korldtja valamelyik
kritikus paraméterérték, (Ez igaz a legtdbb, de nem az sszes F (X} fiiggvényre. Lisd
a (17) egyenletet lejjebb.) Ez a kritikus paraméterérték a 2" periddusi ciklusok:
torlodasi pontja. A (3) egyenletnél ezt a,-vel jeloljitk: a,=3,5700....

E torléddsi ponton til (pl. a>a, a (3) egyenletben) végtelen szdmi kiilon-
bbzé periddusii fixpont és végtelen szdmi kiildnbézs periddusi - ciklus van.
Van nem megszadmlalhato szamu olyan X, kezd&pont is, amelybd] teljesen aperiodikus
{bdr korldtos) trajekt6ria ered; nem szdmit, hogy milyen sokdig tart az F(X) 4lta
gencrdlt iddsor, a minta sohasem ismétlgdik. Fzekre a tényekre sok médszer alapit-
hatd [l, 4, 20, 22, 29]. Az ilyen helyzetet, amikor végtelen szdmi kiilonbézé pélyat
kaphatunk, L1 és YORKE [20] ,.kaotikusnak” nevezte el.

Amint a paraméter talhaladja a kritikus értéket, el&szor még az Osszes ciklué
paros peri6dusi, X* fixpont, X, felsd és alsé értékek. kozott véaltakozik. BAT ezek a
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ciklusok valGjdban nagyon bonyolultak is
lehetnek (lehet péld4dul 5726 pontot tar-
talmazoé nem degeneralt periddusuk az is-
métlédésig), az avatatlan szemlél8 szaméra
olyannak tiinnek, mint cgy ,zajos” kelté
periédusia ciklus. Amint a paraméterérték
tovibb nd, clérkezik egy szint (a (3)
egyenletnél a=3,6786-nal), amikor az elsé
pératlan periédusi ciklus megiclenik. EIG-
szdr e paratlan ciklusok periédusa nagyon
hosszi, de a paraméterérték novekcdésé-
vel mind kisebb és kisebb lesz, mig végiil
a hirom pontbdl dll6 ciklus jelenik meg.
(A (3) egyenletnél a=3,8284...-néi). E pon-
ton til vannak ciklusok minden egész
periddussal, valamint van tébb, mint meg-
szamlalhatdé szdms aszimptotikusan ape-
riodikus trajektéria: Li és YORKE [20] en-
nek az credménynek az eredeti bizonyi-
tdsit ,Harmas periddus kdoszt okoz”
cimmel kozélte. A kdosz” kifejezés di-
namikus trajektéridk olyan képét idézi fei,
melyek  megkiildnboztethetetlenek  egy
sztochasztikus folyamattél. A (3). (4)
egyenletek és mas hasonld egyenletek di-
namikiinak numerikus szimuldcioi [12,
15, 21, 23, 25] megerdsitik ezt a benyo-
mast. Ugyanakkor az olyan sima és ,érzé-
keny” figgvényeknél, mint a (3) és (4)
egyenlet, alapveté matematikai tény az,
hogy barmely régzitett paraméterérickhez
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4. dbra. Ez az dbra bemutat néhanyat azok
kozil a kilonbozé periodusa stabilis ¢ )
és instabilis (— — — —) fixpontok koziil,
amelyeket bifurkicios folyamatok nyomién
kaphatupk 4ltalinossdagban az (1), itt specid-
lisan a (3) egyenlet alapjin. Balra az alapji-
ban stabilis fixpont instabilissd valik &s 2"
periodusi stabilis felharmonikusokat allit el§
villa-bifurkaciok sorozataval; e ciklusok egyi-
ke sem stabilis a=23,5700 folott, Jobbra, két
hirmas periodusd ciklus jelenik meg érintd
bifurkdiciéval; az egyik kezdett8 fogva insta-
bilis; a masik kezdctben stabilis, de instabi-
lissd valik, és modot ad 3 X 2" periddusi sta-
bilis felharmonikusok keletkezésére, amelyek-
nek torlédasi pontjuk van a=3,8495-nél,
Megjegyezzilk, hogy az ,.a" tengely skala-
valtisara amiatt volt sziikség, hogy mindkét
példat ugyanazon az abran dbrizoljuk. Veg-
telen sok mas ilyen, 2 magasabb periodusi
cikluson alapuld ablak van.

létezik egy cpyediili ciklus, amely stabil és amely lénycgében az Gsszes kezdGpon-
tot vonzza [22, 29] (l4sd [4] A" fiiggelékének egyszerii és viligos magyardzatait).
Azaz létezik egy ciklus, mely ,birtokolja” csaknem az dsszes kezdGpontot; a mara-
dék végtelen szAml tébbi ciklus, az aszimptotikusan aperiodikus trajektéridkkal
egyiitt egy olyan ponthalmazt birtokol, mely bir megszdmlélhatatlan elemii, de null-
mértekil.

Amint azt az aldbbi 3. és 4. tdbldzat megvilagitja, minden cgycs specidlis sta-
bilis ciklus valdsziniileg egy rendkiviil sziik paraméterérték ablakot foglal el. Ez a
tény, azzal egyiitt, hogy 4ltaidban hosszi id§ kell ahhoz, hogy egy adott kezdeti
feltételhez tartozo tranziens viselkedés lecsillapodjék, azt jelenti, hogy a gyakorlatban
nem valdszinii, hogy az egyetlen (stabilis) ciklus ne lenne elfeledve és hogy valoszi-
niileg a dinamika sztochasztikus leirdsa megfeleldbb az alapul szolgdlo determinisz-
tikus struktira ellenére. Ezt a pontot fogjuk tovabbfolytatni aldbb a |, gyakortati
alkalmazdsok” cimszo alatt.

E szakasz 6 mondanivaldjat az 1. tablazatban foglaltuk dssze, amely a (3) és (4)
egyenletek dinamikus viselkedésénck kiilonbozé modjait tarja elénk, mint a vélasz
nemlinearitdsinak mértékét meghatirozd ,a”, ill. " paraméterck fiiggvényeit.

Alkalmazott Matematikal Lapok 8 (1882)
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l. TABLAZAT

Az (1) egyenlet killonbézé egycsicsd F(x) fiiggvényeinek dsszefoglaldsa,
viselkedésik a kaotikus tartominyban, megkilonboztetve az altaldnos és
nem 4ltalinos dinamikai tulajdonsdgokat

aX; ha X <-:—-
Az (1) egyenlet F(X) figgvénye aX(l-X) |Xexple(1-X))| 51— x); aai’l‘ibr;“hnx; :1
* ha X:-?

a szabdlyozd paraméter a r a .}
a fixpont instabilissd valik 3,0000 2,0000 1,0000* 2,0000 .
a kaotikus tartominy kezdete

a 2" periddusi ciklusok torlodasi pontja 3,5100 2,6924 1,0000 2,0000
az elsd pdratlan periddust ciklus megjelenik | 3,6786 2,8332 1,4142 2,6180
a hirmas periédusu ciklus megjelenik és

emiatt minden egész periddus jelen van 3,8284 3,1024 16180 3,0000
a kaotikus tartomany vége 4,0000* -t 2,000+ -t
stabilisak-e a ciklusok a kaotikus

tartomanyban? Igen Tgen Nem Nem

* Ezen a érték alatt X'=0 stabilis.

* Minden megoldds — =-hez tarl, ha az a érték ennél nagyobb.

** A gyakorlatban, ha » vagy b ¢lég naggya vilik, X végiil annyira lecsbkken, hogy O-nak ve-
hetd, ami a biologiai populciék kihaldsit jelenti a modellben.

Ezck a tulajdonsdgok grafikus ton kvalitative megértheték &s 4ltalanosan jellem-
zdck az (1) egyenlet minden jél viselkeds F(X') fiiggvényére.

Most hozzifogunk az analitikus fitggvények kaotikus viselkedése matematikai
szerkezetének részletesebb tdrgyaldsihoz, majd a fentebb elrejelzett gyakorlati
problémékhoz és a nemanalitikus fiiggvények altal mutatott viselkedési sajatossdgok
attekintéséhez (mint amilyenek az 1. tibldzat két jobb oldali oszlopéban vannak).

A kaotikus rendszer finomszerkezete

Azt mar lattuk, hogy az X* eredeti fixpont hogyan bifurkdlédik 2" periodicitasi
felharmonikusokat adva. De hogyan keletkeznek a k periédust uj ciklusok?

Az altalanos folyamatot az 5. &bra illusztralja, amely bemutatja, hogyan kelet-
kezik a hirom periédusi ciklus. A (8) egyenletnél tett megjegyzés nyilvanvald kiter-
jesztése, hogy a populaci6t harom generdci6 utdn a kdvetkezd osszefiiggés hatdrozza
meg:

(11) X4z = F")(X,)

Ha F(X) pipja eléggé meredek, a hdromszoros iterécid egy négy csiicesal rendelkezs
F®(X) fiiggvényt eredményez, amint az az 5. abran lathatd a (3) egyenlet esetére.

Alkalmazoft Matematikal Lapok § (1932)
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Eifszor (a<3,8284-re a (3) egyenletben) 101
a 45%-0s egyenes a gorbét egyediil az X'*
(és az X=0) pontban metszi, ahogy azta
folytonos vonal mutatja az 5. 4brdn. Amint
F(X) pipja meredekebbé vilik, a F©®!(X)
hegyei és volgyei egyre kifejezettebbek, os] 1 \
az elsd két volgy lesiillyed, egyidejiileg az N /
utolsd hegy emclkedik, mig cléri a 45%as ot -
egyenest, majd metszik azt hat ) pont- ]

ban, amint azt a szaggatott vonal mutatja V4

az 5. 4brén. Ez a hat pont két kiilonalld,
hérom pontbél 4116 ciklusra oszlik. A koz- T os . 10
bensé allapotok elképzelésével az 5. Abrd- T X '
nél is belathatd, hogy F®(X) stabilitdst , , .
meghatirozb irinytangenseinek e poniok 1 Ut AL Koo fo X Kozt & () cayer
koziil hdromnal kozos értékiik van, amely  figeés. A folytonos vonal a=3,7-re vonat-
A= 11 a keletkezésiiknél, majd + 1 f61é koz‘ik. éliI a 45%os tI:(gyt;l?est Icsak Seysaer
né: ez a hirmas periédusi ciklus sosem ~ metszi. Ha .a” novekszik, a hegyek &s val-
stabilis. A misik hérom pontban FO(X) Sty oy ieoneit Hwh [ SERine
irAnytangense A=+ I-nél indul, majd periodusu oj pont jclent meg (két 3-3 perio-
(-ra csdkken, egy harmas periédust sta- dusu ciklusként).

bilis ciklust eredményezve. Ahogy F(X)

mereksége nd, a kezdetben stabilis hirom pontbdl 4116 ciklus A® irdnytangense —1
ala csdkken, a ciklus instabilissd valik, és az el8z8 részben tArgyalt bifurkacids folya-
mattal 6, 12, 24, ... 3X2" periédusi stabilis ciklusok keletkeznek beldle. A hirmas
periddusi stabilis és instabilis cikluspdr ¢és a kezdetben stabilis ciklus instabilissd
valasabél keletkezd njabb felharmonikusok keletkezését a 4. abra jobb oldala szem-
lélteti.

Az elsGrendii differenciaegyenletek bifurkaciés folyamatainak két alapvetd
fajtaja van [1, 4]. Uj & periddusii ciklusok péarosival keletkeznek (egy stabilis, epy
instabilis), amint F(X) magasabb iterdltjainak hegyei és voigyei mozognak fel, illetve
le, hogy metsszék a 45°-0s5 egyenest, ahogy azt az 5. dbra 4brazolja. Ezek a ciklusok
akkor keletkeznek, amikor a 45°-0s egyenes a hegyeknek és volgyeknek érintJivé
valik, igy az FY(X) gorbe kezdeti irdnytangense ezekben a pontokban A%™=4+1;
a bifurkdciénak ezt a tipusdt érinté bifurkicidnak vagy A=+1 bifurkdcionak hiv-
hatjuk [1, 4]. Viszont forditva, egy credetileg stabilis & periodusi ciklus instabilissd
valhat, amint F(X) meredekebbé valik. Bz akkor torténik, amikor F® iranytangense
ezekben a k periédush pontokban A= —1-nél meredekebb lesz, minek kovetkez-
tében egy 1ij és kezdetben stabilis 2k periddusi ciklus sziiletik a 2. és 3. dbrdn abré-
zolt modon. A bifurkécidnak ezt a tipusat villabifurkaciénak (a 4. 4bra bal oldalarél
kolcsondzve a képét) vagy A=—1 bifurkdcidénak hivhatjuk [I, 4].

Ezt mind egybegyiijtve, lesziirhetjitkk, hogy ahogyan [(X) paraméterei véltoz-
nak, az alapvetd, stabilis dinamikai egységek a k alapperiédusi ciklusok, amelyek
érintd bifurkécioval keletkeznek, a hozzdjuk tarsulé k2" periodusa felharmonikusok
kaszkddjéval egyiitt, amelyek villabifurkdciéval képzédnek. Ezen az alapon az X*
konstans egyensilyi megoldés és a 2* periédusi stabilis ciklusok rékovetkezd hierar-
chidja egy Altaldnos jelenségnek csupdn egy specidlis esete, jollehet nyitvanvaléan
fontos (ugyanis k=1). Raadasul emiékezziink arra {1, 4, 22, 29], hogy az érzékeny,

XI+3
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analitikus figgvénycknek (mint amilyenek a (3) és (4) egyenletben szerepldk) létezik
cgyetlen stabilis ciklusuk F(X) minden paraméterérickére, A paraméterériékek
teljes tartomanya (l<a<4 a (3) egyenletben, O<r a (4) egyenletben) cképpen a
paraméterértékek vegtelen sok ablakabdl 4ll — néhny kéziiliik nagy, néhiny clkép-
zelhetetleniil kicsi —, de mindegyik ezen alapvetS dinamikai egységek kiziil csupdn
egynek felel meg. A lenti 3. és 4. tablazat illusztrilja ezt. Fzeket az ablakokat egy-
mastol olyan pontek kidldnitik el (a k2" periddusi felharmonikusok torloddsi pont-
jai), amelyeknél a rendszer igazan kaotikus vonzé ciklus nélkiil; habdr végtelen sok
ilyen specidlis paraméterérték van, czek az osszes érték intervalluméban nuilmér-
tékliek.

Hogyan rendezédncek el czck a killonbézd ciklusok a lényeges paraméterértékek
intervalluméban? Tudomascm szerint ezt a kérdést egymdstél fitggetleniil legaldbb
hat munkacsoport vilaszolta mir meg a kombinatorika elméletével {16, 30], a nu-
merikus analizissel [13, 14], a populdciébioldgidval [1] és a (t4gan értelmezett) dina-
mikus rendszerek elméletével [22, 31] kapcsolatban.

Egy kis egyszerii kozelités (aminek megvan az az cl8nye, hogy kis technikai
apparatust igényel és az a hatrdnya, hogy cléggé iigyetlen) abbdl 4ll, hogy elGszér
arra a kérdésre vélaszol, hogy hdny k periédust pont lehetséges? Ez azt jelenti,
hogy hiny kiil6nbdz8 megoldasa lehet az

(12) Xe = FO0)
egyenletnek? Ha az F(X) fiiggvény eléggé meredek csties?, ami akkor kévetkezik

be, ha a paraméterériék elég nagy, minden cgymést kdvetd itericid megkettszi a
cstcsok szamat, tahat az F®(X) fiiggvénynek 241 csiicsa van. Elég nagy paraméter-

2, TABLAZAT .

Az F(X) egycsiucsi fliiggvénybdl az (1) egyenlet alapjan kaphatd & =1-16§ 12-ig
periodicitst periodikus pontok és kiilénbdzo ciklusok szdmanak listdja

k Pl2|3]4j5]6 7 ) 9 10 1t 12

2 k peribdusi pontok Gsszes

lehetséges szdma 2148 ([16{32]64]128]256]512(1024 | 2048 | 4096
a nem degeneralt k& periddusa pontok
Gaszes lehetséges szdma 21216 (12|30]54]|126(240| 504 | 990 | 2046 | 4020

a k periodusa ciklusok Osszes szama
a degeneriltakat és/vagy a felhar-
monikusokat és/vagy a sohasem
lokalisan stabilisakat is beleértve 2134 6} 8[14] 20| 36] 60| 108 | 188 352

a nem degeneralt ciklusok dsszes
szima (a felharmonikusokkal és az
instabilis ciklusokkal egyitt) 211 (2 37 6] 91 18] 30] 56 99| 186] 335

a nem degenerdlt, stabilis ciklusok
dsszes szdma, (a felharmonikusokkal
egyiitt) tp1r 1| 2) 3} 5 9 16 28{ 51 93| 170

a k alapperi6dusi, nem degenerilt,
stabilis ciklusok teljes szdma (tehdt
a felharmonikusok nincsenek
benne) 11— 1 1] 3| 4 9| 14| 28| 48 93| 165

Alka!mazoit Matemeatikal Lepoi 8 (1932)
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értékeknél az Ssszes hegyet és volgyet metszeni fogja a 45%-0s cgyenes, 2* szdmi
k periédusa fixpontot ci¢éllitva. Fzek a 2. tAblazat felsG sordban vannak felsorolva
k=12-ig. Fgy ilycn.felsorolds magaba foglalja azokat a degenerlt pontokat, ame-
lyek periodicitdsa k osztdja, specidlisan a két egyes periédusd pont (X'=0 és X "
a (12) egyenlet degeneralt megolddsai minden k-ra. Balrol jobbra haladva a 2. tabla-
zatban, czek a degeneralt pontok levonhatdk, hogy megkapjuk a & alapperiddusi
nemdegenerilt pontok szamat, amint az a 2. tablizat mésodik sordban talathaté.
Masutt ugyanennck az credménynek az eléréséhez bonyoluitabb médokat adnak
[13, 14, 16, 22, 30, 31].

Példaul hatos periodussal végiilis 2°=64 pont van. Ez magaba foglalja a két
egyes periodusi pontot, a kettes periodusu  felharmonikus™ ciklust és a hirmas
periédusit pontok triplettjeibd! — egy stabilisbol és epy instabilisbol 4llo part:
igy osszesen 10 olyan pont van, amelyck alapperiodusa 6 osztoja, tchdt 54 olyan
pont marad, amelynek alapperiddusa 6.

A 2% szami k periédust pont olyan ciklusokba rendezddik, amelyek periodusak,
vagy annak osztdja, amelyek vagy az érinté, vagy a villa-bifurkiciék credményeiként
jelennek meg, ha F(X) paramétereit viltoztatjuk. A 2. tdbldzat 3. sordban talalhat-
juk az igy megjelend kiilonbozd k periodusu ciklusok teljcs szamat. A negyedik
sorban chbél Kivontuk a degencralt ciklusokat, hogy megkapjuk a k periodusi
nem degenerilt ciklusok teljes szamat, czeknek a szamoknak meg kell egyeeniik a
masodik oszlop szémainak k-ad részével. A ncgyedik sor tartalmazza a villa-bifur-
kacioval keletkez$ stabilis felharmonikusokat és az érintd bifurkdcidval keletkezd
stabilis-instabilis cikluspdrokat. Kivonva ¢bbd! a kezdettd! fogva instabilis cikluso-
kat, megkapjuk azoknak a ciklusoknak a szimat, amelyck stabilisak lehetnek (1. 3.
sor); czeket a szdmokat is meg Iehet kapni elegansabb médszerekkel [13, 16, 30].
Végiil kivonhatjuk a villa-bifurkacioval keletkezd stabilis ciklusokat, minthogy czek
néhany egyszeriibb ciklus felharmonikusai, hogy megkapjuk a 2. tdbldzat utolsé
sorat, mely felsorolja, a & alapperiodusi stabilis ciklusok szamat.

Visszatérve a 6 periddusi példihoz, mar széltunk arrol az 6t degeneralt ciklusidl,
amelyek periédusa 6 osztoja. A maradék 54 pont feloszthatd egy olyan hatos perio-
dustt ciklusra, amelyik az egyetlen stabilis harompontos ciklus felharmonikusaként
keletkezik és 4 kiilonbézd hatos periddusa cikiuspdrra (azaz 4 kezdetben stabilisra
és 4 kezdetben instabilista), melyek egymdst kivetd érintos bifurkéciéval kecletkez-
nek. gy alulrdl felfelé olvasva a 2. tabldzat 6-os periédusokra vonatkozd oszlopat,
a kivetkezd szamokat kapjuk: 4, 5, 9, 14.

K.iilénbozd cimkézési tritkkket, vagy a kombinatorika clméleténck modszereit
alkalmazva altalanosan is felsorolhatjuk a kiilonbizé ciklusok megjelenési sorrend-
jét: [1, 13, 16, 22]. Péidaul a 3, 5 és 6 periddusi alap stabilis ciklusoknak (melyekbdl
sorrendben 1,3és 4 van) a 6,5,3,5,6,6,5,6 sorrendben kell megjelenniiik:
hasonlitsuk 8ssze ezt a 3. és 4. tiblazattal. METROPOLIS ¢s mtsai [16] dltaldnos fel-
soroldst adtak minden k=11 periédusi ciklusrél

Ebbél az kovetkezik, hogy megadva a legutdébb megjelent cikiust, lehctséges
(legalabbis elvileg) Ssszedllitani az Ssszes olyan ciklust, amelyek addig a pontig meg-
jelentek. Erre cgy kiiléndsen elegéns mddszert adott SMALE és WiLLIAMS [22], akik
megmutattdk példaul azt, hogy amikor eldszér keletkezik a hdrmas periddusi sta-
bilis ciklus, a t6bbi olyan k periodusii pont N, szdma, amelyek ennél a lépcsdnél
jelennck meg, egy Fibonacci-szeril sorozattal adhaté meg, N,=2,4,5, 8, 12, 19, 30,
48, 77, 124, 200, 323 k=1,2,...12-re; cz kiildnbdzik az F(X) meredckebbé valdsa

Alkalmazott Mafemuatifel Lapok 8 (1982)
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analitikus fiiggvényeknek (mint amilyenek a (3) és (4) egyenletben szerepldk) létezik
egyetlen stabilis ciklusuk F(X) minden paraméterérickére, A paraméterértékek
teljes tartoménya (l<a<4 a (3) egyenletben, O<r a (4) cgyenletben) eképpen a
paraméterértékek vegtelen sok ablakdbol A1l — néhdny kéziiliik nagy, néhény elkép-
zelhetetlendil kicsi —, de mindegyik ezen alapvetd dinamikai egységek koziil csupdn
egynek felel meg. A lenti 3. és 4. tdblazat illusztrélja ezt. Ezeket az ablakokat egy-
mastol olyan pontok kiildnitik el (a 427 periddusa felharmonikusok toriéddsi pont-
Jai), amelyeknél a rendszer igazdn kaotikus vonzd ciklus nélkiil; habar végtelen sok
ilyen specidlis paraméterériék van, ezek az Osszes értck intervallumdban nuollmér-
tékiiek.

Hogyan rendezdédnek ¢l ezek a killonbozé cikiusok a Iényeges paraméterértékek
intervalloméban? Tudomdsom szerint ezt a kérdést egyméstdl fiiggetleniil legaldbb
hat munkacsoport vilaszolta mir meg a kombinatorika elméletével [i6, 30}, a nu-
merikus analizissel {13, 14], a populdciobioldgidval [1] és a (tdgan értelnezett) dina-
mikus rendszerek clméletével [22, 31) kapcesolatban.

Egy kis egyszerii kdzelités (aminek megvan az az eldnye, hogy kis technikai
apparitust igényel és az a hatrdnya, hogy clégge iigyetlen) abbéi all, hogy clészir
arra a kérdésre vélaszol, hogy hany k periédusi pont lehetséges? Ez azt jelenti,
hogy hany kiillonboz8 megoldasa lehet az

(12) Xr = FOXH
egyenletnek? Ha az F(X) fuggvény eléggé meredek csicsi, ami akkor kévetkezik

be, ha a paraméterérték eclég nagy, minden cgymést kovetd iterdcié megkettSzi a
csiicsok szamidt, tahat az F®(X) figgvénynek 2% -1 csiiesa van. Elég nagy paraméter-

2. TABLAZAT

Az F(X) egycsicsh fliggvénybdl az (1) egyenlet alapjdn kaphaté k= 1-t5] 12-ig
periodicitdsd periodikus pontok és killénbozd ciklusok szimanak listdja

k 123 )4]5]6 7 B 9 10 1 i2

a k periddust pontok dsszes
lehetséges szdma 24| 8|16}32]64]128[256(512(1024 | 2048 | 4096

a nem degenerilt & periddusd pontok
Osszes lehetséges szama

[3+]
[ %)
=2

1213054 1261 240 504 | 990 | 2046 | 4020

a k periddusid ciklusok Osszes szama
a degeneraltakat és/vagy a felhar-
monikusokat és/vagy a schasem
lokalisan stabilisakat is beleértve 2(3)4] 6] 8|14 20| 36| 60 108 | 188 352

a nem degeneralt ciklusok Osszes
szama (a felharmonikusokkal és az
instabilis ciklusokkal egyiitt) 21112¢ 3] 6] 9y 18] 30| s6| 99| 186{ 335

a nem degencerilt, stabilis ciklusok
osszes szama (a felharmonikusokkal
egyiitt) 11131 2] 3| 5 9f 16 28] 51 93] 170

a k alapperiodusi, nem degeneralt,
stabilis ciklusok teljes szima (tehit
a felharmonikusok nincsenck
benne) Ly—({ 1] 1| 3] 4 9| 14] 28| 48 93| 165

Alkatmazolt Metematikael Lapok 8 (1932)
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kozben végiil is megjelend k periddusii pontok teljes szdmatol (1. a 2. tabldzat felss
sorit).

A fixpontok telies szmard! és megjelenésiik sorrendjérdl viszonylag kénnyd
ilyen tablazatot késziteni. Barmely konkrét F(X) fiiggvényre az a numerikus feladat,
hogy megtaldljuk a paraméterértékek azon ablakait, amelyekben valamely ciklus
vagy a felharmonikusai stabilisak, czzel ellentétben viszonylag unalmas és nem ele-
gans. Mielét ilyen eredménycket mutatnank be, két kiilénlegesen fontos paraméter-
értéket kell megemliteniink.

HOPPENSTEADT és HYMEN [21] egy egyszerii grafikus médszert adtak a kaotikus
tartomany azon paraméterériékének azon megkeresésére, amelynél az elsd paros
periédusa ciklus megjelenik. Az analitikus receptjiik a kovetkezs. Legyen « az a
paraméter, amelyik az F(X) fiiggvény meredekségét szabdlyozza (példaut a 3. egyen-
letben a=aq, a (4) egyenletben a=r), X*(a) legyen az 1 periédust fixpont {az (5)
egyenlet nemtrividlis megoldédsa) és X, () az (1} egyenlet iterdcidival elérhets leg-
nagyobb érték (azaz F(X) értéke a csicsban vagy a staciondrius pontban). Az els§
paros periodus ciklus az

(13) X*(2) = FO(X 0 (2))

egyenletet kielégitd a értcknél jelenik meg [21, 31}

Mint fentebb mar megemlitettiik, egy mdsik kritikus érték az, ahol a hdrmas
periddusu ciklus el8szor jelenik meg. Ezt a paraméterértéket az (1) egyenlet har-
madik iterdltjinak megolddsibol nyerhetjiik numerikusan: a (3) egyenletre ez
a=1+Vy8[14].

MYRBERG [13] (minden k= 10-re) és METROPOLIS és mtsai [16] (minden k = 7-re)
numerikus informdciot adott a (3) egyenlet stabilis ciklusairél. Ok nem a paraméter-
¢érickek ablakait adtik meg, hanem csupin azt az epyetlen értéket, amelynél az
adott ciklus maximalisan stabilis, azaz azt az ,,.@” értéket, amelynél F®(X) stabi-
litdst meghatdrozo irdnytangense 0; 2®=0. Minthogy a k periddusi ciklus bér-
mely pontjiban az F® fiiagvény k-szoros iterdltjdnak irdnytangense egyszeriien
e ciklus Xy’ pontjai mindegyikénél az F(X)-ek iranytangenseinck a szorzata [1, 8, 20},

3. TABLAZAT

A stabilis ciklusok felsoroldsa (6-ig terjedd alapperiddusokkal) az X a=aX,(1-X)
egyenlet esetére

Az az @ érték, amelynél Az a értékek azon tar-
. & &k 2" periddusu fel- | tomanydnak a szélessége,
az alapcikius az alapciklus az alapeikius harmonikusck soroza- amelyen beldl az alap-
peribdusa eldszor megiclenik |  instabilissd vélik ténak mindegyike ciklus, vagy annak fel-
instabilissd valik harmonikusa vonré
1 1,000 0 3,0000 35700 23,5700
3 3,828 4 3,841 5 3,849 5 0,021 1
4 3,960 1 3,960 8 3,961 2 0,001 1
5 (a) 3,7382 3,741 1 3,743 0 0,004 8
5 (b) 3,905 6 3,906 1 3,906 5 0,000 9
5( 3,990 26 3,990 30 3,990 32 0,000 06
6 (a) 3,626 5 3,630 4 36327 0,006 2
6 (b) 3,937 516 3,937 596 3,937 649 0,000 133
6 (c) 3,977 760 3,977 784 3,977 800 0,000 040
6 (d) 3,997 583 3,997 585 3,997 586 0,000 003

Alkalmazott Matematikal Lapok & (1852)
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a A®=0 kovetelmény azt jelenti, hogy X=4 (F(X) staciondrius pontja, ahol
AM=0) a kérdéses periodikus pontok egyike, ami jelentdsen egyszerdistti a numerikus
szdmitdsokat.
Minden & periédusii alapciklusra (amelyck a 2. tdbldzat utolsé soraban taldl-
haték), kiildnésen érdekes ismerni azokat a paramétercket, amelyeknél:
(1) a ciklus elfszér megjelenik (érintS bifurkaciéval);
(2} az alapcikius instabilissd valik (és ezéltal egymdst kovetd villa-bifurkaciéval
k2" periédust ciklusok felharmonikusainak kaszkadjava valik);
(3) minden felharmonikus instabilissd valik (a k2" periddusi ciklusok torlodasi
pontja).
A 3. és 4. tibldzat May és OSTER munkdjanak kiterjesztése [1], a (3) illctve a (4)
egyenletrdl adjik meg ezt a numerikus informécidt. (A torldd4si pontokat egy gyor-
san konvergllo iterativ eljirdssal szdmoituk ki . [1], ,A” fliggelék). Néhiny ilyen
eredmény mar GUMOWSKI és MIRra is kapott [32).

4. TABLAZAT

A stabilis ciklusok felsoroldsa (6-ig terjedd alapperiddusokkal) az
X=X, exp [r(1 - X,)] egyenlet esctére

Az az r érték, amelynél

Az r érickek azon tar-

a k 2" periddusi tomdnyidnak a :zé_'lessé—
az alapeikius az alapciklus el5- az alapciklus felharmonikusck soro- ge, amelyen beldl az
periddusa szir megielenik instabilissd vélik zatdnak mindegyike alapcikiug, vagy cgyik
instabilissa valik felharmonikusa vonzé
1 0,0000 2,0000 2,6924 2,6924.
3 3,1024 3,1596 3,1957 0,0933
4 3,5855 3,6043 3,6153 0,0298
5 (a) 2,916t 2,9222 2,9256 0,0095
5(b) 3,3632 3,3664 3,3682 0,0050
5(0) 3,9206 3,9295 3,9347 0,0141
6 (a) 2,7714 2.7761 2,7789 0,0075
6(b) 3,4558 3,4563 3,4567 0,0009
6 {c) 3,7736 3,7745 3,7750 0,0014
6 (d) 4,1797 4,1848 4,1880 0,0083

Gyakorlati problémik

A (3) egyenlet paradigmatikus példdjira vonatkozdlag most mar lathatjuk, hogy
az 1=g=4 paraméterintervallum olyan értékek végtelen sok ablakdnak egydimen-
zibs mozaikjabdl épiil fel, amelyek mindegyikében egy k periddusi ciklus, vagy annak
egyik felharmonikusa, lényegében az &sszes kezdSpontot vonzza. Fzek az ablakok
l<a=3,5700...-re — a k=I-nek és felharmonikusainak megfelelden — a legszéle-
sebbek és a legfeltiinSbbek. Az elsS torlédasi ponton til, mint ez a 3. tiblizatbél
lithatd, az ablakok keskenyek, még az egészen alacsony periodicitds ciklusokra is,
és az ablakok k novekedtével gyorsan sziikiiinek.

Mint kideriilt, egy kettdsség alakul ki a meghatdrozé matematikai viselkedés
(ami pontosan determinisztikus) és a ,,jozan észbd1” ered kovetkeztetés kozott, amit
a numerikus szimulécié nyomdn lehetne levonni. Ha az a paramétert a kaotikus tar-

Alkalmezott Matematikat Lapok & [1982)
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tominy egy pontjiban dllandénak tartjuk, és a (3) egyenlctet tetszGlegesen sok gene-
racion 4t iterdltatjdk, az észlelt X, értékek siiriiség eloszldsa a O-tél 1-ig tartd inter-
vallumban & egyenlS tiiskét (precizebben: é-fiiggvényt) fog adni, annak megfelelen,
hogy a k pont ennek az g értéknek megfelel§ stabilis cikluson van. De a legtsbb a
értékre ¢z a ciklus elég nagy periddusi, sot altaldban sok ezer generdcié telik el,
micl§tt djra bedll a kezdeti dllapot, igy a numerikus szimuldci6val kapott siirfiség-
térkép altaldban Opy néz ki, mint egy folytonos closzlisbél vett minta.

HoppeEnsTEADTIEK tulajdonithatd a numerikus szdmolasok egy kiildnlegesen
érdekes sorozata (személyes kozlés), aki sok iteraciébol sszedllitott X egy-epy stirti-
ségeloszlasat, ¢ értékek olyan sorozatira, amelyek fokozatosam néttek 3,5700-t51
4-ig. Ezcket az ercdménycket mozgdképszeriien dbrézolta. Mint ahogy a 3. tibldzat
alapjdn varhat6, néhdny a lepfcltiindbb ciklusok kéziil megjclent, mint 8 felharmo-
nikusa, az els& 6tos és hatos ciklus. De a leptobb értékére a siiriiségeloszlis ugy néz
ki, mint egy véictlen folyamat mintafiiggvénye. Fz kiilondsen igaz annak az a érték-
nek a kornyezetére, ahol az elsé paros ciklus megjelenik (a=3,6786) majd a=4
kornyezetében ismét: ez nem meglepd, mivel ezek a helyek a torlédéasi pontok torls-
dési pontjai. A stabilis ciklusok periodicitisinak alapjéul szolgilé nemfolytonos
viltozdsok ellenére a megfigyelt siirliségminta éles dtmenetek nélkiil valtozott. Péld4nl
ahogyan a addig az értékig nétt, amelynél a hdrmas ciklus megjelenik, a siiriiség-
closzlis hdrom pont koriil kezdett el tdmériilni, majd fokozatosan elvdndorolt ettl
a harom ponttdl, amikor a harmas ciklus és felharmonikusai instabilissa véltak.

Ugy gondolom, hogy a legérdekesebb matematikai probléma, hogy modszert
talaljunk néhény kozelitGen és ,effektive folytonos” siirliségspektrum megalkotéséra,
ama tény ellenére, hogy a pontos siirliségfiiggvény meghatdrozhaté és mindig &
fiiggvények egy halmazabol all. Lehetséges, hogy ilyen technik4t mér kifejlesztettek
az ergodelméletben [33] (amely a statisztikus mechanika alapja), mint példaul a , durva
felbontast (coarse-grained) megfipyelések™ felhaszndldséndl. Nem tudom.

A (4) egyenlet dinamikai tulajdonsdgainak egy ilyen effektive sztochasztikus
leirdsdt nagy r-re mar megcsinaltak (28], noha ink&bb csak erre az egyenietre vonatkozoé
taktikai tritkkokkel, semmint valamilven 4italdnos mddszerrel. Ha » kb. 3 f6lé né,
az egyenletbdl kovetkezd trajektoridk csaknem periodikusak lesznek egyre Jjobb
kozelitéssel (1/r) exp (r—1) periddushosszal.

Az cbben a részben szelléztetett véleményem az, hogy bér a kaotikus tartomany
igen finom szerkezete matematikailag érdekes, érdektelen a legtébb gyakorlati szem-
pontbol. Amit meg kellene kévetelni, az a determinisztikus dinamika valamilyen
effektive sztochasztikus lefrdsa. Amig a kiilonboz ciklusok kiilonféle helyzetét és
megjelenésiik sorrendjét meg lehetett csindlni egy kaptaféra, az aktulis dinamikdk
ilyen sztochasztikus leirdsa teljcsen kiilonbozé lesz kiilonbozé F(X)-ekre: tanii-
bizonysag erre a (4) egyenlet viselkedése — amelynek r-re sok generdci6ként csaknem

periddikus ,kitbrései” vannak a (3) egyenlet viselkedésével szemben, amelyik a—+4-re .

nem kiilénbozik nagyon a Bernouili-féle pénzdobdlds egy sorozatatél.

Alkalmazoit Matematika! Lapok 8§ (1382)
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Matematikai furcsasigok

Mint ahogy lentebb targyaltuk, a stabilis ciklusek egvmdsutani Iétczésének
alapvetd oka az egész kaotikus tartomanyban az. hogy minden () cikluspir €rinté
bifurkdcidval szitictik (. 5. dbia), és az egyikilk kezdetben stabilis Ggy. hogy a lankds
hegyek ¢ vBlgyek metszik a 45%-as cgyenest. Analitikus (X)) Tiggvényekre a kiza-
rolagos olyan paraméterértékek, amelyeknél a slrdsépeloszids vagy az invariins
mérték folytonos és valdban crpodikus, o fclharmonikusok torlddasi pontjai, ame-
lyck az egyik ciklust a masiktch clvdlasztjidk. Az ilyen kivételes paramétercrtékek
mar megtaliltak az alkulmazdsukat, példiaul a (3) cgyenletben, amelyik a=4-rc

1
olyan, mint cgy véletlenszam generitor [34, 35], amelynek [X(1—X)] %-nel ard-
nyos folytonos siirfiségfilggvénye van a (=X =<1 intervallumban.

A nem analitikus F{X) fiiggvények, amelyehben a esiies valdjabuan tiiske, érdc-
kes specidlis csetet jelentenck. Elképzethetjiik a mozgd tiiskés hegyeket és vilgyeket,
amint metszik a 45%-os vonalat az 5. dbrdn és Ichetsdges, hogy mindkét érinté bitur-
kdcioval kcletkezett ciklus kezdettdl fogva instabilis (mig az cgyiknél A%=1, a
masiknal A%< —1 minden k> 1-re. Ekkor nincsenck stabilis ciklusok a kaotikus
tartomanyban, ami ezaltal 520 szerint kaotikus egy folytonos és ténylep ergodikus
siiriiségliiggvénnycl.

Egy epyszeru példat ad az

Xy =aXy ha X, =

(14) Xy =a(l-X); ha X, >3

amely a O=<X<1 intervallumban van értelmezve. Ha O=a-1, minden trajektoria
X=0-ba tér, ha I=a-~=2. végtelen sok periodikus pdlya van nem megszdmialhatd
szamu aperiodikus trajektoiidval egyiitt, amelyek cpyike sem Jokalisan stabilis.
Az els@ pdros. periodust ciklus a=V2-nél jelenik meg, ¢s az Osszes egdsz periddusi
jelen van a=(1+ ]/5)/2 foiste. KAC [36] gondosan diszikutalta az =2 csetet. Egy
masik példa, ezittal kiterjedt biolbgiai pedigrivel [1—3}, a kévetkezd

X1 =4X; ha X =]
(15) Xy =2X% ha X, =1

Ha A=1, az egyenlet egy globhilisan stabilis egyensilyl ponttal rendelkezik
b < 2-nél. b= 2-re insnét igazi kdosz va: -labilis ciklusok nélkil: az els§ parsitm cik-
lus b=(3+¥5)/2- v jelenik meg és 3. .wzes egész periodus jelen van b= 3 (GGt
A (14) és (15) cgyenletek dinamikar tulajdonsigait a 2. tiblazat jobb oldalin Ossze-
geztiik.

s Alicnimazot: Maftematikat Lapok § (1982)
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Az analitikussag hidnya a valadi véletienszerii viselkedés szitkséges, de nem elég-
séges feltétele [31]. Tekintsiik, példdul:

1
2
(16) Xor = aX(1~X); ha X2
Ez az 1. dbra és a (3) egyenlet paraboléja, de tgy, hogy F(X) bal oldali fele egy szilk
vonalra van lelapitva. Ez az egyenlet rendelkezik a értékek ablakaival, ezek mind-
cgyikéhez tartozik stabilis ciklus, mint ahogyan azt &laldnosan Jejrtuk feljebb.
A A® stabilitis-meghatdrozé irdnytangens ugyanakkor nem folytonosan viltozik az
a paraméterrel és az egyszeriibb stabilis tartomanyok sz€lessége kisebb, mint a (3)
egyenletnél: a fixpont a=3-n4l vélik instabiliss4, és a kévetkezd felharmonikusok
torléd4si pontia a=3,27...-nél van; az els§ péaratlan ciklus a=3,44...-nél jelenik
meg; a 3 pontbdl 4Nd ciklus a=3,67...-nél (hasonlitsuk dssze az 1. tablazat els§
oszlopdval).

A nem analitikus fiiggvényck cme viselkedési szeszélyei az ergodelmélet formdlis
kérdéseinek kutatdsdban lehetnek érdekesek. Ugyanakkor Ggy gondolom, hogy ezek
nem lényegesek a bioldgiai és tarsadalomtudomanyok modelljei szempontjabél,
ahol az olyan fiiggvényeknek, mint az F(X) analitikusaknak kell lenniiik. Ezt a
szempontot méshol gondosan kidolgoztuk [37].

Utolsé furcsasagként tekintsiik az

(17) X0 = AX[1+ X]

egyenletet. Ezt mar felhaszndltdk Ugy, hogy rovarpopuldciékra vonatkozé nagy
mennyiségli adatra illesztették [38, 39]. Stabilitdsi viselkedését a két paraméter, 2
¢s B fiiggvényében a 6. dbra mutatja. Megjegyezziik, hogy 2<7,39 esetén létezik
globalisan stabilis egyensalyi pont minden f-ra; ha 7,39...<1=<12,50... a fixpont
instabilissd vilik elég nagy f-ra Ggy, hogy bifurkaiddik egy stabilis 2 pontbdl 4ll6
ciklusra, ami megold4s minden nagyobb B esetén; amint 1 ndvekszik a 12,50... <)~
=14,77... tartoményban, kiildnbézdé mas 2" periddust felharmonikusok jelennek
meg. A 2" periodusi bifurkdlédé ciklusok hierarchidja itt véget ér és a torléddsi
pontot ¢és az ezutdni kaotikus tartomanyt még tetszGleges pagy f-ra sem érjiik el,
amig A>14,77... nem lesz.

Xr+1=[%]Xr; ha X, <

Alkalmazdsok

Az a tény, hogy az egyszerii és determinisztikus (1) egyenlet rendelkezhet olyan
dinamikus trajektéridkkal, amelyek gy nézhetnek ki, mint egyfajta véletlen zaj,
zavard gyakorlati kovetkezményeket okozhat. Ez azt jelenti példaul, hogy egy éllat-
populécié egyedszdmlaldsi adatainak l4tszélag szabalytalan fluktudciéi nem szitkség-
képpen tudhatdk be egy nem ismert kdrnyezet szeszélyeinek vagy mintavételi hibak-
nak, lehet, hogy egyszeriien olyan szigoran determinisztikus populacidndvekedési
sszefiigpés kovetkezményei, mint az (1) egyenlet. Ezt a kérdést teljesebben és gon-
dosabban masutt tArgyaltik [1]. :

Azt is meg lehet figyelni, hogy a kaotikus rendszerben tetszSlegesen kézeli
kezdetl Telitrelck vezethetnek olyan trajektdridkhoz, amelyek elég hosszu id8 milva

Alkalmazoft Matematikal Lapclc 8 (:082)
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nagyon divergdlnak. Ez azt jelenti. hogy 10
még ha rendelkeziink is cey olyan egyszerii
modellel, amelyben a paraméterek ponto-
san meghatirozottak, a hosszi tavi elfre-
jelzés sohasem Ichetséges. Metcorolgiai

oidis hatdreikhe

op odds

Csitiapods cazcilldcidk

osszefiiggésben LORENTZ [15) ezt uz dhala- G § o
nes jelenséget | lepke cffektus™nak nevez- 2 <
te:még ha a légkort le is tudndnk irnjegy 41 2
olyan determinisztikus modellel, amelyben 3
az Osszes paraméter ismort, egy lepke  2- ¢

szérnyainak remegése is Ggy megvaltoz- |
tathatja a kezdeti feltételeket, hopy emiatt  Oilat 2 4
(2 kaotikus rendszerben) megviltozik a L 100 1000
hosszit tavi elGrejelzés.

Y fei 6. dbra. A folytonos vonal jeldli a stabilitasi
; H 7- A
Afolyadék Grvénylesecgy mas k klasz lartominyokat a (17) egycnlet paraméterei, a

szikus példa, ahol ha epy paraméter (a  aségisl vald fugaést Kifejezd § paraméter
Reynolds-szam) valtozik, egy determinisz- & a i populacié novekedési sebesség Tigg-
tikus egyenletrendszerben (a Navier-—Sto-  vényében. a szaggatotl vonal mutatja, hogy
kes-egyenleteichben) a mozgas hirtelen dtme- 2 'kclpt')nlos ciklus hol ad lehetdséget 2" pe-
het valamilyen stabilis elrendezésbél (pél- ribdusi magasabb ciklusok kialakulisara. A
lyer ! D [ekete pontok a szantofoldi populiciok, az
daul lamindris aramldsbél) egy latszdlag  iires kirok a laboratériumi populaciok élet-
sztochasztikus, kaotikus rendszerbe. Kii-  tani tdblizatainak clemzésébdl nyert adato-
16nbozd, a Navier—Stokes-differencidi- kat jelolik ([3]-bol a [39) nyomdn).
egyenicieken alapuld modelleket javasoltak
ennek a folyamatnak a matematikai leiritsara[15, 40, 41]. Az drvényiés eiméletének cgy
 Ujabb dsszefoglalojaban MARTIN[42] gy talidlta, hogy az (1) egydimenzids differencia-
cgyenilet hasznos lehet ¢ tekintetben. Osszchasenlitva a korabbi modellckkel [15, 40,
41] héirinya az, hogy még inkabb elvont leirds, elénye pedig az, hogy rendelkezik
a dinamikus viselkedés olyan spektrumdval, amely nagyon gazdagon Osszetett, de
méginkabb vizsgalhatd analitikusan,

Egy féldkozelibb alkalmazisi fchetdség az (1) epyenlet illesztése diszkrét, egy-
mast nem atfedd bioldgiai populaciékra, mint amityen sok mérsékelt égovi izeltlaba
[1,2,3,38,43]. A 6. 4bra mutatja 24 természetes és 4 laboratdriumi populdciéra
becsiilt A és f paraméter értékeket [39], ha a (17) egyenletet illesztjiik a rendelkezésre
all6 adatokra. Ez az dbra megmutatja az elméletileg stabilis terileteket is: a stabilis
pontot; ennek stabilis felharmonikusait (2* peridédusi stabi! ciklusokat); a kdoszt.
A természetes populdciok stabilis egyensilyi ponttal rendelkezd viselkedésre tore-
kednek. A laboratdriumi populiciok oszcilldlo vagy kaotikus visclkedésre hajlamo-
sak; a viselkedésiik tuizottan nemlinedris lehet amiait, hogy a laboratériumi kornye-
zetben hidnyzik sok természetes haldlozési faktor. Ez emlékeztethet arra, hogy a
leginkabb oszcilldlé természetes populicio a (6. abran A-val jelolt) kolordddbogar,
amelyiknek a gazdanGvénnycl valé jelenlegi kapesolata ncm evolicids eredetil.
Ezek csupén eldzetes megjegyzések, amiket t6bb szempentbdl vatosan kell kezelnt,
Az dvatossgra intdk kozill kettd, hogy Iéteznck technikai nehézségek az adatok
valogatisanal és szdmuk csokkentZsénél és hopy nem Iéteznek egyctlen faju popula-
cidk a természeti vilagban: Bgy-egy dimenzids differenciacgyenletet nyerni dgy, hogy
a populécié kolesdnhatasat a biolégiai és fizikai kornyezetével passziv paraméterck-
kel helyettesitjilk, nagy erdszaktételt jelenthet a valdsdgon.

PO AP aaial
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Néhdnyra a sok mis teriiletbSl, ahol ezek az eszmék mér alkalmazdst nyertek,
hivatkoztunk feljebb, a masodik részben [5—I11]. A célom czzel az dttekinté cikkel
az volt, hogy elSsegitsem az alkalmazdsokat még mis teriileteken is.

Rokon jelenségek magasabd dimenziokban

Elsérendii differenciaegyenletek csatolt parjait (czek megfelelnck egyetlen mdsod-
rendii egyenletnek) killonféle dsszefliggésckben vizsgaltak [4, 44—46] specidlisan a
mérsékelt égovi izeltlibi ragadozé-zsdkmdny rendszerck tanulményozésiban [2—4,
23, 47). E kétdimenzibs rendszerck bonyolultsiga a dinamikus viselkedés terén még
Osszetettebb a kovetkez&k miatt: (1) még az analitikus figgvények esetében is lehet-
stges valéban kaotikus viselkedés (mint a (14) és (15) cgyenletnél), az Gn. ,furcsa
attraktorok™-nak meglelelfen; és (2) kettd vagy tébb kiilnbozé stabilis dllapot
(peldaul cgy stabilis pont és egy harmas periédusy stabilis ciklus) egyiitt eléfordulhat
ugyanazokra a paraméter értékekre (4}. Tegyiik hozza, ¢ jelenségek megjelenése dlta-
laban kevésbé szigort nemlinearitdst kovetel (kevésbé meredek csticsi F(X) fligg-
vényt), mint egydimenzits esetben.

Az clsdrendii kozonséges differencidlegyenletek hasonlé rendszerei vagy a két
csatolt elsSrendii differencidlegyenletekbal 4lld rendszerek sokkal egyszeriibb, sta-
bilis €s instabilis pontokbol és hatdrciklusokbdl felépild dinamikus viselkedéssel
rendelkeznek [48]. Ez alupvetSen azért van, mert a folytonos kétdimenzibs rendsze-
rekben meg lehet kiilonboztetni egy zdrt g6rbén kiviili és beliili tartomanyt: a dina-
mikus trajektoridk nem keresztezhetik egymdst. A helyzet mindségileg sokkal bonyo-
lultabbd valik és sok tekintetben analoggd az elsGrendii differenciacgyenletekhez,
ha hdrom vagy tbb csatoit, els6rendii kozonséges differencidlegyenletre tériink 4t
(azaz kozonséges differencidlegyenletekbél 116 hdromdimenzids rendszerre). SCANLAN
(személyes kdzlés) azt a véloményt hanpoztatta, hogy a kaotikus viselkedés viselkedés
és a furcsa attraktorok”, azaz azok a megold4dsok, amelyck se nem ponttok, se nem
periodikus palydk (48], tipikusan jellemz8k az ilyen rendszerekre. Néhdny modellt
alaposan tanulmdnyoztak, mint a kémiai ¢s biologiai [49] reakeié-dilluzié rendsze-
rek modelljeit; a (hadromdimenzios) Lorerz-modellf [15] és a négydimenziés Rouelle—-
Takens-medellt (40), melyckiol feljebb széltunk., E rendszerek analizise sokkal
kevésbé attekinthetd, mint az (1) egyenlcté magasabb dimenzidjuk kivetkeztében.

Egy — ujabban ebbdl a szempontbdl vizsgélt — rendszerre explicit és eléggé
meglepd példa: az 6kologidban a versengd fajok leirdsdra hasznalt kdzdnséges diffe-
rencidlegyenletek. Egy vagy két fajra czek a rendszerek elég unalmasak : a dinamikus
trajektériak néhdny stabilis egyenstlyi pontba fognak tartani (mely mutathat egyiitt-
€lést, vagy egyik, vagy mindkét faj kihaldsat). Mint azt SMALE [50] nemrégiben meg-
mutatta, ezek az dltaldnos egyenletek 3 vapy tobb fajra — bizonyos ésszer{ és jél
definidit értclemben — Gsszeegyeztethetdk barmilyen dinamikus viselkedéssel. SMALE
[50] targyaldsa éltaldnos és elvont; MAY &s LEONARD viszont tanulmanyoztik azt a
kiildnleges dinamikét, amelyet a jol ismert Lotka—Volterra-egyerletek is képesek
mutatni, ha mar 3 versengd {aj van jelen.
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Kivetkeztetcs

Bar vannak még megoldatlan gyakorlati problémik, az ¢ cikkben kifejtett elmeé-
letnek nyilvanvald alkalmazisa van sok teriileten.

A legfontosabb alkalmazdsok mindemcilett a pedagdgiaiak lchetnck.

A linedris ' rendszerekre vonatkozd matematikai clmélet clepdns sszessége
(Fourier-analizis, ortogondlis figguények stb.) és ceek sikeres alkalmazdsa a fizikai
tudoményok sok alapveten linedris problémajara egyeduralomra tér még a viszony-
lag magas szintii matematikai és clméleti fizikai tanulméryokban is. Az cképp kifej-
lesztett matematikai intuicié rosszul késziti fel a tanuldkat arra, hogy szembenézze-
nck az olyan diszkrét nemlinearis rendszerck legegyszeriibbjeinek kiilonds viselkedé-
sével, mint amilyen a (3) egyenlet. Noha az ilyen nemlinediis rendszerck a fizikai
tudoményokon kiviil bizonyosan a szabdlyosak és nem a kivételesek.

Fzéit szeretném siirgetni, hogy mondjuk a (3) egyenletet mutassdk be az embe-
reknek matematikai tanulményaik elején. Ez az egyenlet fenomenologikusan is tanul-
manyozhatd zsebszamolégéppel vagy akir anélkiil jterdlva. Fzek a tanulmdnyok
nem tartalmaznak annyi fogalmi meggondoldst, mint az clemi analizis. Az ilyen
tanulmény nagyban gazdagitand a tanuldk nemlinedris rendszerekre vonatkozo
clképzeiéseit.

Nem csak a kutatasban, de a mindennapok politikai ¢s pazdasigi viligaban is
sokkal jobban meglennénk, ha tébb ember fogna fel, hogy az cgyszerii nemlinedris
rendszereknek nem sziikségképpen egyszeriiek a dinamikai tulajdonsdgaik.

Sok segitséget kaptam F. C. HopPENSTEADT-16), H. E. HurpErTtS], A. 1. MEES-
t5l, C. ). PresTontél, S. SMALE-t6l, ). A. YORkE-tdl és kiildngsen G. F. OSTER-
t6l. A munkdt részben az NSF tdmogatta.
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